1. Hibaszamitas

1.1. Hibaforrasok

A feladatok megoldésa soran kilonféle hibaforrésokkal taldkozunk.

M odellhiba, amikor a valosagnak egy kozelitését hasznadljuk a feladat matematikai alakjanak
felirésahoz. Pl. egy fizikai torvényekkel leirt modellt.

M érési vagy or 0klott hiba, amikor a modell adatai a pontos értékeknek csak kozelitd értékei.
Altaldban a mérés pontossagétdl fliggnek.

MaOveleti ( kerekitési-) és input hiba, amely az adatok szamitdégépen valé dbrézolasabol
adodnak. A raciondlis szamoknak is csak egy részhamaza &brézolhatdé a lebegdpontos
aritmetikéban. A mQvel etvégzés soran kerekités, tul- illetve alulcsordul s |éphet fel.
Képlethiba, amikor egy végtelen ejardst véges szamu lépés utan ledlitunk, kozelitd
algoritmusokat alkalmazunk.

1.2. A gépi szdmok

A szamitogépek egy veges szamhalmazt dbrazolnak és a szémitésokat is ezekkel a szdmokkal
végzik. Leggyakrabban a lebegbpontos aritmetikéat hasznaljak. Nézziik ennek a modelljét:

t
1.1. Definicio. Legyen tT IN,kT Z, m=§ m x " ,ahol m =1, m1 {0g(i=12...,1),
i=1
. )
ekkoraz a= igeé m x2"' 950k = +m* alaka szamot normalizalt lebegBpontos szamnak
ei=1 2
nevezzik. A t természetes szam az m mantissza hossza, mig k aszam karakterisztikgja.
Jeldlés: a :J_r[ml...mt| k]

A gépi szamok halmazét M =M (t, k™, k") jeloli, ahol

M :}a|a=im><2k,m=§tl m>x',m=1m1 {03 (i =12....t) k £k£k+§E{0}.
I i=1

K 6vetkezmények:
1) M -ben van legnagyobb elem, M, =[i11...1 K]={1- 2:)=* .
2) A legkisebb pozitiv szam e =%x2k’ =k

3) M aO-raszimmetrikus.
4) A normalizalas miatt %£m<1.



Hogyan feleltetiink meg egy IR -beli szamnak egy gépi szamot? Ehhez definidljuk a
kovetkezd input fuggvenyt.

1.2. Definicié. Az fl: IR ® M flggvény input figgvény, ha

|
[ M, , hax>M,
filx)=f - M, hax<-M,
: az x hezlegkozeleb bi gépi ha|x|£M¥
1 Szém a kerekités szabdya szevint,
1.3. Tétel. (Input hiba)
Minden |x| £ M, val6s szam esetén
halq <e,
|X ()|£| |X|>Qlt, ha|)(i3q)

A képletbdl |thato, hogy |X £ e, esetén az dbrézolt szam relativ hibga 27!, azaz csek a
mantissza méretétdl fligg.

Kidolgozott példak

1. Pdda. Vizsgdjuk megaz M =M (3,- 2,2) gépi szdmok halmazét. Mennyi az elemszama?
Mekkora a legnagyobb gépi szam és a legkisebb pozitiv szam?

Megoldas.

A M hamaz a = #|m,m,m, | k] alaka szamokat tartalmaz. m, =1,m,,m, T {01}, tehét 4 fdle
mantissza lehetséges és - 2,- 1,0,1,2 lehetnek a karakterisztikéak (5 féle). igy a negativ gépi
szamokkal egyitt 2 x4 >6 +1 = 41 eleme lehet a halmaznak a O-t is beleszamitva.

:[111| 2]:(1- 2'3)><22 =§><4 2223,5

=~ fool- 2]=1w> =1
-[1oo| 2] 2><22 :

2. Péda. Keressik meg a p -nek megfeleltetett gépi szamot az €l6z6 feladat M halmazéban.

M egoldas.

3= [110| 2] g_+ ><z T M kissbb p-nédl. [111| 2] = g i

Q_+ +——>Q _35| M az utdna
e2 4 8gp

kovetkezogepl szam.MlveI p-3<35-p,tehéd fi(p)=3.



3. Pdda. Adjunk példat arra, hogy a gépi szamok korében az dsszeadds nem asszociativ
mOvelet.

Megoldas.
Pl.az €626 M halmazban [110] 2| =3, fi00]- 1]=%.

f|$§+___[110| 2]=3, tehat fgg +_9+%g:[110| 2]=3.
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flg—+z_— ool o]-_ igy fl§+g—+——-— h11] 2]=35.

1.3. A hibaszamitaseleme,
az alapmQveletek ésa fuggvényérték hibai

1.4. Definicio. A,B -vel jeldljik a pontos értékeket, a,b -vel akozelitd értékeiket.
Da =A-a :az akozditd érték abszollt hibga
D, 3 |Da|=|A- a| : &z a kozelitd érték abszoldt hibakorltja.

daz%» A~ 3 - akozditd érték relativ hibgja

a
dy3|da|= ‘%{ » % :az a kozelitd érték relativ hibakorlétja
al

A pontos hiba gyakran nem tudjuk meghatarozni. Sokszor az is megfelel szamunkra, ha a
hibanak egy hibakorlatjat ismerjik. Elég, ha a hiba nagysagrendjét ismerjik. Igyekezzink a
példék soran finoman becsliini, ne 1épjink & nagysagrendeket.

1.5. Tétel. Az alapmQveletek abszollt és relativ hibakorldtjaira a kovetkezd képleteket
kapjuk.

D. =D +D b
a+b a + b da+b = |al da | | db
la+b |a+h]
d = |a| dy + |b| d
Da-b :Da + Db a_b |a_ b| 2 |a- d b
=|o|>D, +a|>D, d,, =d, +d,
&, D, 0_|p|D, +|a*0, d.=d, +d,
a 4 b == 2
ol 5 b b
Bizonyitas.
a) Osszeadas.

TegyUk fel, hogy a,b azonos eldjel .
D(a+b)=(A+B)- (a+b)=(A-a)+(B-b)=Da+Db



Abszol Ut értéket véve, felllrdl becsiilve és az abszol Ut hibakorldt fogalmat felhaszndlva
|D(a+b)|:|Da+u)|£|Da|+|D)|£Da +Db’azaz Da+b :Da +Db'
irjuk fel az tsszeg relativ hibgjanak abszol Ut értékét.
Dla+b) _|Da|+ da|+|b xd
ld(a +b) = la+b) Do)+ _[apid+ 4 b|£max{da db}x—| I = max{d a,db.
la+1] la+b la+b]

A kapott képletek azt mutatjak, hogy haakiindulds értékek hibgja kicsi, akkor az 6sszeadas
hibgaiskics.

b) Kivonas.
TegyUk fel, hogy a,b azonos €ldjel .

D(a- b)=(A-B)- (a- b)=(A-a)- (B-b)=Da- Db
Abszollt értéket véve, felllrdl becsiilve és az abszol Ut hibakorlat fogalmat felhaszndlva
la - ) =[Da - 00| £ +[o6| £, +D, ez ,., =D, +D,.
irjuk fel az dsszeg relativ hibgjanak abszol Ut értékét.
o o) 22 0D _ s+ gl
|a - b| |a b| |a b|

|
2 -
A relativ hibara kapott képletet vizsgava azt kapjuk, hogy ha |a - b| értéke sokkal kisebb,
mint [a], o] , akkor akivonas relativ hibgja nagyon nagy lehet, akiindulasi értékek hibgjatl
flggetlentl. Emiatt a kozeli szamok kivonasa keriilendd.

Tehd d, |a| d +

C) Szorzés.
Dlab)=Ax8 - a* =AxB-axB+axB-a* =BXA-a)+axB-b)=
= (b +Db)xDa +a Db = b xDa +a XDb + Da xDb

A Da Db mennyiség nagysigrenddel kisebb a tobbi tagndl, ezért [D{a *)| » |b|¥Da] +a| 4 Db| .
Az abszol(t hibakorlétra D,, = |b| D, +|a| xD, .
) = [Dlab) | |b{4Dd+[a{4Dbf _|Daf IDbI

|ax| |axy |a |
igy ardativ hibakorldra d,, =d, +d, .

d(a =|d g +|db].

d) Osztés.
TegyUk fel, hogy a,b azonos nagysagrendd.

BO_A a_AX»-axB _AX-axd+ta*x-axB _bxDa-axDb

=" _2= = >

ébg B b B % B % "~ (b +Do)%
bxDa-aXDb a agba Dbo
» _—)Q____
b* bea bg

_[bpo, +[a].
b?
Az abszollt hiba nagyon nagy lehet akiindulasi értékek abszolut hibgatol fuggetlendl.

Az abszolUt hibakorlétra D =

. Ha || sokkal kisebb, mint |a, akkor



2 6

. D= ) .
A Db s .
A relativ hibéra dS‘EQ: cbo_ EfaDi — 2. Abszol(it értéket véve d?;e—i: £ Da + Db ,
ebg 2 ea by ébg |al| |b
b

amibdl arelativ hibakorldtraa d, =d, +d, képletet kapjuk.
b

A flggveény érték abszolUt ésrelativ hibakorlatjara nézzik a kovetkezd tételt.

15. Téel.
a) Haaz f:k(a)® R fiiggvény differencidlhato, akkor D, (,) =M, >D,,

ahol k(a) az a-nak a D, sugarti kérnyezetét jeléli, M, :sup{|ff(x) :x1 k(a)}.

b) Ha f1 D?(k(a)) , akkor D,(a)=|f¢a)|>oa+%mzx|ja,aho|
M, :sup{|f‘l(x)|:xT k(a).
A 1 da)
c) Arelativ hibakorlatra d, )y » —— D, .
|t (=)
Bizonyitas. A Lagrange kozépérték tétel miatt
Di(a)=(a)- f(a)=fda)A- a)= 1 €a)xDa, ahol al k(a).
Abszolut érteket veve s fellrdl becslive D,y =M, XD, .
A Taylor-formulét felhaszndlva

D1 (2) = 1{)- 1) = 14)200 +2 1 €){0n)", ol T k(a).
Abszol(it értéket véve ésfelilrdl becsiilve D, =|f ¢a) >0, +%M D,

A relativ hibakorlatra vonatkozo dlités a D, -es tag elhagyasaval mar kovetkezik.
Kidolgozott példak
1. Péda. Kozelitsik p -t a2 tizedegegyre kerekitett értékével, azaz 3,14-el. Adjunk a

kozelitd értékre abszol Ut és relativ hibakorlatot.

Megoldas. D314 =p- 314 akozelités abszollt hibgja.
|D3.14| £5x0 ™ az abszol Ut hiba egy becslése,
D,,. =5X0"° akozelités egy abszoltt hibakorl&tja

d31a = P31 4 kezelités relativ hibsa,
- 314 -8 L. ;
d3,14|= |p314 |£ 5? £1,667 X0 arelativ hiba egy becslése,

d,,, =1667 X0 =0,1667 % akozelités egy relativ hibakorlatja



2. Péda. Legyen X =+/20001 - 420000 = A- B. Szdmoljuk ki zsebszamol 6gépen.
Becsliljuk az abszollt ésrelativ hibgjéat. X -et més alakban is kiszamithatjuk,
1 1

X =Y = =
20001 ++/20000 A+B

. Méelyik szdmolési mad biztositja a kisebb hibét?

Megoldas. a =141,4248917, b =141,4213562,

x =353549x:0°°, y =3535489713X10°.
Ha az alapmivel etekre vonatkozo hibaképleteket megvizsgaljuk, akkor latjuk, hogy éppen két
kozeli szamot vonunk ki egymashdl, ami arelativ hibakorlatot megnéveli. A masik szamités
mod esetén ugyan osztunk, de nem a kicsi nevezd problémas esete Al fenn.
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A kiindulasi értékek hibakorlajai: D, =D, =5x40°, d, =d, = =0,35540"°.

D =D, +D,=107,d, =—x=——__=0,28340“.

A relativ hibakorlat nagysagrendekkel nott.
Vizsgdljuk a mésik szdmitési médszert. D,,, =D, +D, =10"".

- - la+b>D, +[1xD,., 107
Mivel D, =0(az 1 pontosertek), D, =D ; = k = .
poTy (a+b) 242

D, 1707620* _

A relativ hibakorlarad, =d , =— =—"————-=0,48340""°.
=5 y  353549X0

=0,17076X0 .

3. Péda Az In150 kozelitéséreaz Ine®) =5 -6t hasznaljuk (e° » 148 ,41). Adjunk abszolut
és relativ hibakorlatot a kdzelitésre.

Megoldas. 150 akiindulési pontos érték, e®-nel kozelitjik.

2 2
D, =2, d5:—5£—:0,01352 =1352% .
e e e 1

Az (x)=In(x) fuggvényt kézelitjik.
A fuggveny érték abszol Ut hibakorlatjara levezetett formulaaapjan D () = D, =MD, ,

- 11 g 1
ahol M, = max{| f €x): i k(a)}:max%l;:xl [148;151]g:m.

Tehé D, =—— > =0,01352 , vagyisakiindulas hibandl kisebb.

148
1
R 1
A relativ hib&ra d, (. =d, =L% =——=0,002703 =0,2703 %
e 5 370

Tehét ardativ hibais csokkent.

4. Péda. A 3" kozelitésére haszndjuk 3° =27 -et (3" » 31,5443 ) Adjunk abszollt és relativ
hibakorlatot a kozel itésre.



Megoldas. p akiindulasi pontos értek, 3 -mal kozelitjuk.

D3=015, d, -O—f-oos 5%.Az f(x)=3" fiiggvényt kozelitjik.

A fuggveny érték abszolUt hibakorlatjara levezetett formulaadapjan D, =M, >D, , ahol

M, = max{|f §x): xT K(a)} = max{ln 33X x1 [3; 3,15]}: in 33315 = 34,9765.

Tehd D,, =34,9765 x0,15 =55467 , vagyis sokkal nagyobb akiindulasi hibandl.
_ 5,5467
27

A reativ hibéra d =0,1943 =19,43% . Tehét areativ hibais nott.

1.4. Algoritmusok stabilitasa

1.6. Definicio. Legyen B,,B, bemend adat, K,, K, kimend adat.

Az agoritmust stabilnak nevezziik, ha $¢ >0 : |K1 - K,|EcB, - B,|.
( Haabemend adatok hibga e, akkor a kimend adatoké legfeljebb ¢ *e.)

1. Példa. Mdlyik rekurzi6 stabil az alabbiak kozil? Mekkora lesz az n.tag hibga, ha
pontosan szamolunk és Dx, =Dy, =e, Dx, =Dy, =0.

a X, =X —1x
k+1 — Nk T k-1
4

b) Yin :4(Xk - Xk-1)

Megoldas. a) Igazoljuk, hogy arekurzio stabil. Legyen xx, :=x, - €és xx, 1= X, .

1

_& 1 0 & 1 0_
XX e = Xy —gXXk - Zxxk-lg- gxk - Zxk-la_ XXy = Xy - _(Xxk 1T Xy 1)

Vezessik bea D, :=xx, - x, jelolést.
A (D,) hibasorozat rekurziéja ugyanaz, mint az (x, ) sorozaté, de a kezdeti értékek méasok.

Oldjuk mega D,,, =D, - %Dk_l differenciaegyenleteta D, =e és D, =0 kezdeti
feltételekkel.
A karakterisztikus egyenlete: 2% =z - = & - £9 -

4 e 2g¢p

Az % kétszeres gyoke az egyenletnek..

A differencia egyenlet dtaldnos megoldasa: D, =c¢ g,_— +c n éo ,nl IN .

e2g
1 1
D, =c,=e, D, =c, x-+c,*==0 P ¢, =-e.
2 2

--n

Innen a kezdeti érték feladat megoldasa: D, =e2-9 - e &2 = (1—”)e
e2g e2g 2



Mivel az g{l-nn)g sorozat konvergens, ezért korlétosis. Tehdt $c >0: |D,|£cre.

e 2 g

b) Igazoljuk, hogy arekurzid instabil. Legyen yy, =y, - €és yy, =y, .

Wie ™ Y :4(yyk - yyk—l)- 4(yk - yk—1):4((yyk - yk)' (yyk-1 - yk-1))

Vezessik bea D, :=yy, - vy, jelolést.

A (D,) hibasorozat rekurziéja ugyanaz, mint az (y, ) sorozaté, de a kezdeti értékek méasok.
Oldjuk mega D, ,, =4(D, - D, ,) differenciaegyenleteta D, =e és D, =0 kezdeti
feltételekkel.

A karakterisztikus egyenlete: z* =4(z-1)U (z- 2)° =o0.

A 2 kétszeres gyoke az egyenletnek.

A differencia egyenlet dtaldnos megoldasa: D, =c¢, 2" +c,n X", nT IN .

D, =c,=e,D, =c, ®+c, =0 P ¢, =-e.

Innen a kezdeti érték feladat megoldasa: D, =ex" - e x" =(1- nlex".

Mivel az ((1- n)2") sorozat nem korlétos, az n.tag hib&ja nem korlatos, tehét nem stabil.



