3. Nemlinearis egyenletek megoldasa

3.1. Egyszerliteracio

Legyen f:[a,b]® IR, keressikaztaz x" 1 [a,b] értéket, melyre f(x*) =0.

Ezt az x~ értéket afliggvény zérushelyének vagy gyokének nevezzik.

3.1. Tétel. ( Bolczano tétd )

Ha f 1 Cl[a,b] és f(a)xf(b) <0, akkor f -nek van gycke [a,b]-ben.

Bizonyitas: Lasd andlizis.

A tétel aapjan a gyok meghatérozasanak legegyszerbb mddja az intervallumfelezés.

Induljunk ki az x,:=a és y,:=Db kezddértékekbdl. x,.,,VY,., -€t a kovetkezd rekurzioval
definidljuk:

+y 6 +
Ha f(x, )xf ge(k yk?a<0 , akkor y,,,:= X 2yk :
+y 6 +
Ha f(x, )xf ge(k i ,%:O | akkor x';= X > Y akeresett gyok.
m(k +yko Xk +yk

Ha f(xk)ng > >0, akkor Xx,,,:=

A mbdszer hibabecs ése:
1 1 1 . ‘a
Y- X :E(yk—l_ Xk—l):?(yo_ Xo):z_k(b' a) e x| [Xk’yk]’

Innen kévetkezik, hogy lim (x, )=lim(y,)=x".

p 2

3.1. Definicié: Tegylk fel, hogy az (xk) sorozat konvergensés x = Iim(xk) .Ha

|Xk+1_ X|

lim =cés0<c<¥ ,
k® ¥ *|P
[ % - x|

akkor az (xk) sorozatot p -edrendben konvergensnek nevezzik.
M egj egyzések:

1) p egyértelmi, p 2 1 ésnem feltétlenll egész.
2) p =1 esetén elsdrendd vagy linedris konvergencianak nevezzik. Ekkor 0 <c £1.
3) p =2 esetén masodrend( vagy kvadratikus konvergencianak nevezzik.

4) A gyakorlatban a kévetkezd alakot is haszndljék: $cl IR :

* | P
Xeag = x|£c>1xk- x|



Mivel az f(x) =0 egyenlet a vele ekvivalens x = F (x) alakra hozhato, ezért f gyokének
meghatérozasaa F fixpontjanak eldalitasaval is torténhet.

3.2. Tétel. ( A Banach-féle fixponttétel egyvaltozos alakja)
Legyen F:A® A ( Al IR, korlétos és zért) éstegyilk fel, hogy F kontrakcio

(azaz $0£q<1,hogy " xyT A-ra|F(x)- F(y)|€£a4x-y]),
akkor

1) F -nek $! fixpontjaés x" T A (x" = F(x*)).

2) " %, 1 Aeseténazx,,,:= F(x,) iteréciéva definidlt sorozatra lim(x, ) =x".

3) |xk - x*|£ q >1x0 - x*| illetve

k
X, - X*|£1q—q>1xl- x| (kT IN) hibabecsiés adhato.

Bizonyitéas: ( Lasd analizisben részletesen.)

El8szor belétjuk, hogy az (x, ) sorozat Cauchy-sorozat. Az A halmaz korlétos és zért volta

miatt konvergens és a hatarértéke benne van a hamazban. Mivel F folytonos fuggvény, a
kapott hatarértékrdl belathatd, hogy F fixpontjia Az egyértelmiséget indirekt maodon
bizonyithatjuk F kontrakcié voltanak felhasznélasaval.

M egj egyzések:

1) A fixponttétel az (xk) sorozatra p 3 1 konvergenciarendet garantal.

2) Mivel az x, kezdBértek hibgjardl gyakran nincs informécionk, ezért a hibabecs és masodik
alakja a gyakorlatban jobban hasznal hato.

3.3. Lemma.
Ha F 1 C"[a,b] ésFéx )=Fdx)=..=F™I(x)=0,de F(m)(x*)l 0 , akkor

(m)
$x1 (a,b): F(x)- X :FTEX){X- x*)m " x1 [a,b]
Bizonyitas: A Taylor formula felhasznal ésaval

1 (a,b), hogy " xI [a,b] -re
e

F(X)-X*ZF(X)- F(X*):r:a;,l - (X-x*)k+F(m)(X)

m! (X_ X*)m -

3.4. Tetdl.

Ha F 1 C"[ab] & Fdx')=Fdx)=...=F™(x')=0,de F(x")2 0, akkor x" -nak
|é&tezik olyan k(x*) kornyezete, hogy " x, 1 k(x*)-raaz X1:= F(x,) iterdcio m-edrendben
konvergens.

Hibabecslése: | Xt - x*|£%>{ x - x |7 a0l M = s JF )

x1 k{x
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Bizonyitas: Ha F((x*):o, akkor x  -nak létezik olyan k(x*) kornyezete, hogy itt
kontrakci6. Ugyanis a Lagrange-féle kozépértéktétel felhaszndésaval és a
g=splF €x): x1 k(X } <1 jelsléssd F kontrakci6 az adott komyezetben, igy a
fixponttétel miatt az (x, ) sorozat konvergens.

AZ X, = F(xk) iteréciora az 3.3. Lemmét alkalmazva

(o )
Xep - X = F mEX) >¢(xk - x*) :

Az iterécio hibabecs ése:
|xk+1- x*|£%>{ X, - x*|m,ahol M= su JF (m)(x)| :

x1 kix"

A konvergencia m -edrendd, mivel

. | Xy - X*| .
lim— = limlF " (x,)
k®¥| *|M k® ¥

:‘F(m)(x*)‘:cl 0.

k

Kidolgozott példak

1. Pda. Mennyi akonvergenciarendje a kdvetkezd konvergens sorozatoknak?

1 1 1
a)F b); c) o7
M egoldas.
1 ‘
2 2\P
a) (n+3) :(”)2®1 (p=16én® ¥ esetén)
1 P (n+Y)
-0
=0
L n|P
b L2 | )l®1 (p=1ésn® ¥ esetén)
1 p on+ 2
— .0
2n
=)
W 2np an
9 L2 p:(zn)l =(2 )2®1 (p=26Sn® ¥ esetén)
)
__ 0
22

2. Pdda. Keressilk az x = cos(x) egyenlet megoldasat a [0,1] intervallumon.
Legyen x,1[01] tetszileges kezddérték és x,.,:=cos(x, ). Konvergense a megadott
sorozat?



Megoldas.
Ha x, 1[01] , akkor x,,:=cos(x,)7[01] . Tehd a sorozat nem vezet ki a [0]]

intervallumbal. Vizsgajuk meg, hogy a sorozatbeli F(x) = cos(x) figgveny kontrakcio-e a
megadott intervallumon. A Lagrange-féle kozépértéktétel miatt $x1 (x,y), hogy

| F(x)- F(y)[=|cos(x)- cos(y)|=|cosgx) [ x- y| =|sin(x){ x- y| £
£sin1)fx- y|=a4x- y|

ahol g =0.8415<1 akeresett kontrakcids egyUtthato.

A fixponttételt alkalmazva bebizonyitottuk a sorozat konvergencigét. A konvergencia rendje
lineéris, mivel

jim |—I|m|51n () :|s'n(x*)|1 0.
k® ¥ |Xk - x | k® ¥

3. Pdda. Az 5x*- 20x+3=0, x1[0,] egyenlet megoldésira irjunk fel egy iteréciot és
bizonyitsuk a konvergencigjat.

M egoldas.
3 3
Az egyenletet irjuk & pl. a kovetkezOképpen: x = X +3 . Ekkor a F( ) X +3 fuggvény
€3 8u;
fixpontjét keressiik [0,1] -en. A fiiggvény értékkészlete x— 0200 al [o4].

F kontrakcio, ugyanis a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt
[F()- FO)[=| Fex) PAx-y | xT (03)

ahol | F¢x)|= %xz < % =:q akontrakciés egyitthato.

5x; +

3. .., A .
Sy iterdcio " %, 1[0,1] -re konvergal az egyenlet

[04] -beli megoldéséhoz, elstrendoen (F ¢x')* 0).

Elemi modon is bizonyithat6 akonvergencia Ha " k -ra x, 1 [0,1] , akkor

A fixponttételt alkalmazva az X, ,, =

Xy - x*| =|F(xk)- F(x*)|=%|5xf +3- 5x7° - 3|:%|xi - x*3| =
:%|xk2 +X X +x*2|>1x - x*|£1ka2|+|xkx*|+|x*2|)>1xk - x*|£

3 k+1
£Z|Xk - x*|£.. £g—— >{x |

Innen mér kovetkezik az iteracios sorozat konvergenuaja



A konvergenciarendje lineéris, ugyanis
im M =lim %|Xf + ka* + X*z | :§|X*2| 10,

*
K® ¥ |Xk' X| K® ¥

4. Példa. Tekintsik az f (x) =x*-2=0,xl [0,+¥) egyenlet megoldasara (\/5) a kovetkezd
iteracidkat. Vizsgaljuk meg, hogy konvergensek-e, milyen rendben?

X = —
a) k+1 Xk
1
=1+
B) Xt =14
C) Xui= 1a§( + 29
k+1'_2 k sz
Megoldas
} X,  hak paros
a) Mivel x, =i 2 ha k paratlan X, I /2 eseténaz (xk) sorozat divergens.
fx,



b) x, >0 esetén x, >1 k3 1l-re. Mivel

Kew = V2 =F(x,)- I:(‘E)zﬁljxk o 1+1\/§ ) (1+Xk):&-1+‘/§)(1/§- Xk)

és X, >1,4/2 >1 miatt kovetkezik, hogy

PP B 2| L]y, 2] BS |x,- 2]

k+1 (1+X )(1+\/—) ’
ezértaz (x, ) sorozat konvergens.
limt— Hn” J—‘ = Ilm L ! 1 0, igy akonvergenciarendje linedris.
S =
0 F(x)z%?wsg

_1 206 _

F((X)_Egi o ahonnan F((\/E)—

Ffl(x):zxx—s,deFG(x/E)l 0.

Tehdt az 5.4. Téet felhaszndva az iteracio a 2 kornyezetébdl inditva masodrendben
konvergdl.
Elemi médon is bizonyitjuk a feladatot.

Igazoljuk teljes indukcidval, hogy a sorozat X, >4[2 esetén monoton fogyd és aulrdl
korlatos, illetve 0 < x, £4/2 esetén monoton novd és feltilrdl korlétos ( hézi feladat ). Ezzdl

bizonyitjuk a sorozat konvergencigjét. Jeloljik x" -al a sorozat hatérértékét.
Ekkor

0
X —I|m xk+1 —I|m 85)3(k+£9_:16g(
k® ¥ k®¥§2§ Xkﬂﬂ 2e X g
Innen x, 3 0-t figyelembe véve X =+/2. A hibabecslésre
o 2= 28 = e 2 AR 229,

X 5

:;gxk-ﬁ-m-ﬁ%:g(xk-ﬁg- 201l - At P

X« g Xy

=5 b ) <5l 2

2%,
adodik, mivel x, 2 e>0esetén x, 2 e. A konvergencia masodrendd, ugyanis
"m‘xkﬂ */—‘ 1 _ 1,
k®¥|xk-'\/§|2 k®¥2 2\/5
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