7. Interpolécié polinomokkal

Legyenek X,,X,,..., %, 1 [a,b] kiilonbozs alappontok, Y, Y,,... Y, T IR értékek.
(Altaldban y, = f(x) ,ahol f :[a,b]® IR fiiggvény.)
Olyan P1 R (legfeljebb n-edfok) polinomot keresiink, amelyre

P(x) =y, (i=0...n).

7.1.Tée. $P1 R, meyre P(x)=y, (i=0,.,n).
Bizonyitas. P meghatarozasa és az egyértelmiség bizonyitasa a hatarozatlan egyitthatok
modszerével torténik. Legyen P(X) = é a, x* alakd, ekkor az interpol cios feltétel ol

k=0
P(x)=aa(x) =y (i=0..n).
k=0
Ez a, -kraaz aabbi lineéris egyenletrendszer megoldasat jelenti:
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(Vandermonde métrixu egyenletrendszer)
Ha x; * x; (i * j), akkor aVandermonde métrix determinansa nem nulla, az
egyenletrendszernek egyértelmien létezik megoldasa, igy az interpolacids polinom is létezik
és egyértelmqQ.

7.1. El6allitas L agrange-alakkal

7.1. Definicio. Az X,, X,..., X, dappontok altal meghatarozott L agrange-alappolinomokat a
kovetkezOképpen definidljuk:

g X- X.
L0 =0 L (k=0.,..,n)
=0 X = X
Jtk
i 4 X - X i0O,haitlk
7.2. Allitas. 1, (x) = L=d, =i .
k(xl) ]Q()Xk_ ] ki ,:\1’m|:k
itk
Bizonyitas Hf.
7.3. Allités. Legyen w(x) ::("nj (x- x,), ekkor beléthato, hogy I, (X) =&.
j=0 (X' XkMXk)
Bizonyitas Hf.

A Lagrange-alappolinomok segitségével a kovetkezOképpen irhato fel az interpolacios
polinom Lagrange-alakja:  P(x) = Q v, ¥, (x) = L, (X)

k=0



7.2. Eldallitas Newton-alakkal

7.2. Definicio. Az elsbrendl osztott differencidkat a kovetkezoképpen definidljuk:

t1x, %] =w (= tx.0x]) (i =1...n)

A k-adrend( osztott differenciak:

£ ] i= f[xﬁl""’*;:]'_f)[f’“'"+k-1] . (k=12...n) & (i =0,...n- k)
X

7.4.Téel. HasT Permfi,....i+k} , akkor f[X;,..., o) = F]X g veees X 00|
Bizonyitas Hf.

Tegylk fel, hogy y. = f(x) ésirjuk fel a Lagrange-alakot a kévetkezdképpen:
I-n = I-o + é. (Lk - Lk—l) , ahol Lk - I-k-lT Pk

k=1

L,(x) =konstans= f (x,) =y, ,
(L - Le)(%) =L () - L) = F(x)- £(x)=0, (j=0...k-1).
Tehd L, - L, , legfeljebb k-adfoku polinomnak megtaldltuk a k db gyokét, tehat

K1
(L - L)) =6 %0 (x- x,) alaka, ahol c,-rél beléthat6, hogy
i=0

G = %0 % %]
igy az interpol &ci6s polinom Newton-alakja

J kel
N, (x):=P(x) = F(xo) + @ [ % ]XO (x- x)).

M egjegyzés: Uj alappont hozzévétele esetén a Newton-alak jobban hasznélhato, csak 1 (i
tagot kell hozzavenni a kordbban méar elkészitett polinomhoz.

7.3. Hibabecslés.

7.5.Téel. Legyen f1 D™ (a,b), x1 IR tetszoleges.
(Ahol [a,b] az x,,...,x, ésaz x1 IR &ltal kifeszitett intervallum.)
Ekkor $x1 (a,b):

Ha ap |f(”+1)(y)| =M, <¥,akkor az

11(x)- P(x)|£ “"_nﬂ_>1w(x)|

becdést kapjuk az interpolacio hibajara.



Bizonyitas. Ha x = x, akkor trividlis: f(x,)- P(x)=0 ésw(x)=0 (i =0,...,n).
Ha x1 x, akkor g(2)= 1 (2)- P(2)- %(f(x)- p(x).
X
Mivel g(x)=0(i =0,..,n) és g(X) =0, g-nek n+2 db gydke van a Rolle tétel miatt
kovetkezik, hogy gd-nak van gyoke a szomszedos gyokok kozott.
Tehat gd-nak n+1 db gyoke van [a,b] -n.
Hasonléang@-nak ndb,..., g(”*l)-nak 1 db gyodke van [a,b]-n, jeloljik x-ve.
Ekkor

0= = 109 P B (9)- plx)
ahol P(")(x) =0, Wi (x) = (n+1)! .

P A =Tt

-

7.6. Tétel. Legyen f1 D™ (a,b)és x1 [a,b] tetszdleges, ekkor

$x1 (ab): f[X X, %, X,]= (

K ovetkezmény: A Newton-alak hibaformulga
F0) - N, = £, %000 %] WX)

7.4. Kidolgozott példak.

1. Példa: Legyen f(x):= cosgxg, xi [-17].
e2 g
irjuk fel az f fv-t, a-1; O; 1 alappontokon interpold o (méasodfoku) polinomot, és adjuk meg

ahibabecslését a [ 1,1] intervallumban ésaz x =1 pontban!

Megoldas. a) Hatérozatlan egyutthatok modszerével:
X, =-1 Y, =0
x, =0 y, =1
X, =1 y, =0
P(x) = ax? + bx+ ¢ alakban keressiik a polinomot.
Irjuk fel az interpolécids egyenleteket!
f(x)=y =P(x), (i=012)
1. a(-1)*+b(- 1)+c=0u
2. a0’ +b0+c=1 y@®c=1
3. ax’+bx+c=0 io

3.-1 2b=0® b=0
3. a+0+1=0® a=-1



Tehdt P(x)=- x? +1.

b) Lagrange-alakkal. Az alappontokhoz tartozé L agrange-al appolinomok:
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0 (o7 =« D+ Ax-1)

L(x)= (é: E: Bgﬁ (?)) = Loour)

P(x) = L,(x) = 04, (x) + 14, (x) + 04, (x) = - (x+1)q{x- 1) =- x> +1

c) Newton-alakkal. Elkészitjik az osztott differencia téblazatot:

X fx) tx %]
-1 0 1- 0
=1= f[X,, -1-1
0 1 0- (-1 bo R %0, %% ]
1 0 O b 1= %]
o 1%

P(x) = N,(x) =0+1xx- (- 1))+ (- Dx{x- (- 1)){x- 0) = x+1- x*- x=- x* +1

d) Hibabecdés:
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Beirva a hibaformul&ba, megkapjuk az interpol &ciés polinom hibabecslését a [- 1.1]
intervallumra.
apo_+2

e) Hibabecsésaz x =4 pontban: f (1) = cosQ———— (2)=2.
edgo
Gl
1). pla) £ €22 1. 0)x2- p° 3_P°
1) PL) £ S28 4l (s 0)3-1) £ B 2= B

2. Példa: Illessziink polinomot az aldbbi pontokra:
(3,1) (419) (529

M egoldas. Newton-alakkal.

x f(x) 19-1 @

1 1 _|

. 15 f;’,l 110-6_,

s om (E BT
b

P(x) = N,(x) =1+6Xx- 1) +1x{x- 1){x- 4)=x>+x-1

3. Példa: Legyen ésP az (a, f(a)) és (b,f(b)) pontokra felirt (lineéris) interpol&cids polinom.
irjuk fel a polinomot és adjuk meg a hibgjat!

Megoldas. Lagrange-alakkal. A Lagrange-alappolinomok a kdvetkezok:

aZ X= a_-|2-b helyen veszi fel w amaximumat.



4. Példa. Milyen sOrGn kell tablézatban megadni a cos fliggveny értékeit a[0,8]-n, haa
kozbiilsd értékeket linedris interpolécidval szamoljuk és azt szeretnénk, hogy a hiba 0.05-nd
kisebb legyen? Egyenletes (ekvidisztans) felosztast tekintlink.

Hiba azonos a részintervallumonkénti hiba maximumaval.
Az [x,x,,] intervallumon a hiba az el6z5 feladat eredménye alapjan:

M .2
1 1(x)- P(x) £ 82 %9 :
é2g
M, = sup Jcostx)| =1. Olyan nT IN -et keresink, melyre

x1 [op]

Pr6x020 Pxo?<n
n 6
n » 52

M egj egyzés: Pontosabba tehetd a kozelités nem ekvidisztans fel osztasl, hanem a szélek felé
sUr(sddo fel osztassal

7.4. Inverz interpoléacio

(Az inter polacio alkalmazasa az f(x)=0 egyenlet iterativ megoldasar a)

Tegyik fel, hogy az X,,...,X,-K atal meghatérozott intervallumban f -nek létezik inverze,
jeloljik g-vel (pl. azf €x)* 0,vagy f monoton).
Ekkor az f (x)=0 megoldésa egyenértéki a g(0) értékének meghatrozésaval.
A g(0) értékének kozelitd meghatérozésira alkalmazzuk az interpol&ci6 elvét. irjuk fel a g
flggvényt kdzelitd interpol acids polinomot a kdvetkezd adatok alapjan:

y, = f(x), (i =0....,n) az alappontok

a(y,)=x, (i =0....,n)az inverzfiiggvény értékei.
A kapott G(y)I P, , polinom G(0) helyettesitési értékét keressiik.
lteréci Ugy készithetd beldle, ha valamelyik x.,f(x) (g(y.)y,) értéket kicserdljik a
G(0)=gly,), f(Gly,))=y, értékekre.



