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6.5. Legkisebb négyzetek módszere

Legyen NINn ∈, , Nn <<  , adottak az RIxx N ∈,...,1  alappontok és az RIyy N ∈,...,1

függvényértékek (pl. mérési eredmények). Keressük azt a ( ) ∑
=

=
n

j

j
jn xaxP

0

polinomot, melyre a

( )( )∑
=

−
N

i
ini xPy

1

2  kifejezés minimális.

A fenti feltételnek eleget tevõ nP  polinomot az ( ) ( )Niyx ii ,...,1, =  értékeket négyzetesen
legjobban közelítõ n -ed fokú polinomnak nevezzük.
A feladat megoldásához az

( ) RIRIxayaaF n
N

i

n

j

j
ijin →





−= +

= =
∑ ∑ 1

1

2

0
0 ::,...,

függvényt kell minimalizálnunk. A többváltozós függvények szélsõértékérõl tanultak szerint
az ( ) 0,...,0 =′ naaF  feltételnek eleget tevõ ja -ket keressük. A parciális deriváltakra

( ) ( )( ) ( ) 02,...,
1

0 =










∂
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=

N

i
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j
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j
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   ( )nj ,...,0=

( ) ( ) ( )i
j

n
N

i
i

N

i
i

j

n
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xP
∂
∂

=
∂
∂ ∑∑

== 11

    ( )nj ,...,0=

Mivel  ( ) ( ) j
ii

j

n xx
a
P

=
∂
∂

 , a fenti egyenlet a következõ alakba írható:

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∑ ∑ ∑
= = = = =

+ ==
n
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n

k

n

k

N
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j
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k
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j
i xyxaxax

1 0 0 1 1

   ( )nj ,...,0= .

Ezzel ka -kra egy lineáris egyenletrendszert kaptunk.
Vezessük be a következõ jelöléseket:

)1(22
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Ekkor a fenti ka -kra felírt lineáris egyenletrendszer az alábbi alakba írható:

( )( ) ( ) bjAkAjAa
n

k
k ⋅=∑

=

oszlopa.oszlopa.oszlopa.
0

   ( )nj ,...,0=

( )( )( ) ( ) bjAakAjA T
n

k
k

T ⋅=⋅∑
=

sora.oszlopa.sora.
0

    ( )nj ,...,0= , azaz

bAaAA TT =  .

A kapott egyenletrendszert Gauss-féle normálegyenleteknek nevezzük.
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Megjegyzés.
1. Ha az RIxx N ∈,...,1 alappontok különbözõk, akkor az A  mátrix teljes rangú, az AAT

mátrix invertálható, így az bAaAA TT =  egyenletrendszer egyértelmûen megoldható.
2. Az F ′′  mátrix vizsgálatával ellenõrizhetõ, hogy a kapott megoldás az F  függvény
minimum helye.

3. ( ) 2

2
baAaF −=  alakba is írható.

4. Ha 1+= nN , akkor interpolációs feladatot kapunk, ekkor )1()1( +×+∈ nnRIA  és ( ) 0det ≠A . A
Gauss-féle normálegyenletek ekvivalens az baA =  egyenletrendszer megoldásával.

6.16. Tétel. Ha az RIxx N ∈,...,1 alappontok különbözõk, akkor az bAaAA TT =
egyértelmûen egyenletrendszer megoldható. Az ( ) ( )Niyx ii ,...,1, =  értékeket négyzetesen

legjobban közelítõ n -ed fokú polinom ( ) ∑
=

=
n

j

j
jn xaxP

0

 .

Bizonyítás. Nézzük meg, hogy a Hilbert térbeli approximáció elméletével hogyan határozható
meg  a négyzetesen legjobban közelítõ legfeljebb n -ed fokú polinom.
Legyen  NRIH = , ( )Nwww ,...,1= , 0>iw  súlyok.

A skaláris szorzat  ∑
=

=
N

i
iiiw

wgfgf
1

,  ,  Hgf ∈, -ra. Most 1=iw   ( )Ni ,...,1= .

A H ′  altér a H  tér 1+n  dimenziós altere, ( ) ( ) ( ) Nn
iii RIxxxH ⊂=′ ,...,,,1 2  .

Ekkor ( )( ) ( )( )∑
=

== ==
n

j

N

i

j
ij

N

iinn xaxPP
0

11  és ( ) ( )( ) ( ) NN

ii
N

ii
N

ii RIyxfff ∈=== === 111 .

Az ( )( )∑
=

−=−
N

i
iniwn xPyPf

1

22  minimumát a bcG =  lineáris egyenletrendszer

megoldásával kapjuk, ahol )1()1( +×+∈ nnRIG , 1, +∈ nRIbc .

Elemei: ( ) ( ) ( ) jk
i

j
i

k
ikj xxxg +== ,  , jj ac =  és ( ) ( ) ( ) j

ii
j

iij xyxyb == , .

Láthatjuk, hogy az  bAaAA TT =   lineáris egyenletrendszert kaptuk.

Kidolgozott példák

1. Példa.  Írjuk fel az n=1 speciális esetet. Az ( ) ( )Niyx ii ,...,1, =  pontokra illesszünk
elsõfokú polinomot. (Lineáris regressziónak is nevezik.)

Megoldás.

( ) 011 axaxP += , 
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.

A Gauss-féle normálegyenletek bAaAA TT =  megoldásával kapjuk a keresett polinom
együtthatóit, ahol
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2. Példa. Írjuk fel a következõ pontokat négyzetesen legjobban közelítõ egyenest: ( )2,2 ,
( )5,4 , ( )5,8  !

A) Megoldás. 
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143
AAT , 
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64

12
bAT . Az bAaAA TT =  Gauss-féle normálegyenlet

megoldása: 
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a , vagyis a keresett polinom: ( ) 2

7
3

1 += xxP  .

B) Megoldás. A Hilbert térbeli approximáció elméletével oldjuk meg a feladatot.
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c

c
bcG  . Láthatjuk, hogy ugyanazt a lineáris egyenletrendszert

kaptuk, mint az A) megoldásnál.

3. Példa. Mit tehetünk, ha nem polinommal kell közelítenünk? Például
( ) ( )dcxxf += ln alakú függvénnyel.

Megoldás. f -et linearizáljuk. Legyen ( ) ( )( ) dcxxfxf +== exp:
~

  és ( )ii yy exp:~ =
( )Ni ,...,1= . Az ( )ii yx ~,  ( )Ni ,...,1=  pontokra felírt négyzetesen legjobban közelítõ egyenes:

dcx + . Így a keresett c  és d  értéket megkaptuk.


