6.5. Legkisebb négyzetek modszere

Legyen n,NT IN, n<< N , adottak az x,,..,x, I IR aappontok ésaz vy,,...y, 1 IR

fiiggvényértékek (pl. mérési eredmények). Keressik azt a P, (x) = § a;x’
j=0
polinomot, melyre a
N

aly - P(x))? kifgjezés minimdlis.

i=1
A fenti feltételnek eleget tevd P, polinomot az (xi , yi) (i =1.., N) ertékeket négyzetesen
legjobban kdzelitd n -ed fokd polinomnak nevezzik.
A feladat megoldéasdhoz az

S j 02 n+1
Fla,,...a )= a y, aax'i :R™® R
i=1 i=0 ']

fuggvényt kell minimalizalnunk. A tobbvaltozos fliggvények szélsdértékérdl tanultak szerint
az Fla,,..,a,)=0 feltételnek eleget tevd a -ket keressiik. A parcidlis derivatakra

T (aya,)= 4 20y, - Pn(xi»é TP, (x .)2-0 (j=0,..n)

T, 2 T,
N ﬂP d TP i
P x)=8 y, = (x, =0,...

Mivel (x,)=(x,)" , afenti egyenlet a kévetkezd alakba irhato:
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Ezzel a, -kraegy linedris egyenletrendszert kaptunk.
Vezessik be a kovetkez0 jel 6l éseket:
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Ekkor afenti a, -krafelirt linearis egyenletrendszer az alébbi alakba irhato:

én_ a, (A j.oszlopa )(Ak.oszlopa ) = (A joszlopa )b (j=0.,...,n)

k=0

3 (AT jsora)(Ak.oszlopa ) »a, )= (AT jsorap  (j =0....,n), azaz

k=0

ATAa=A"b .

A kapott egyenletrendszert Gauss-féle nor malegyenleteknek nevezzik.
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M egj egyzés. i
1. Haaz x,,...,X, | IR aappontok kilonbozok, akkor az A métrix teljesrangt, az A" A

matrix invertdlhato, igy az A" Aa = A"b egyenletrendszer egyértelmiien megol dhat.

2. Az F @ métrix vizsgalataval ellendrizhetd, hogy a kapott megoldasaz F flggveény
minimum helye.

3. F(a)=|Aa - b dakbais irhato.
4.Ha N =n+1, akkor interpol4cios feladatot kapunk, ekkor Al R ™ ™) &s det(A)1 0. A
Gauss-féle normalegyenletek ekvivalensaz Aa =b egyenletrendszer megoldasaval.

6.16. Tétel. Haaz x,,...,x,, 1 IR alappontok kilonbozok, akkor az A" Aa = ATb
egyértelmien egyenletrendszer megoldhatd. Az (x;,y;) (i =1...,N) értékeket négyzetesen
legjobban kozelit6 n -ed fokd polinom P, (x)= g a;x’ .
i=0

Bizonyitas. Nézzik meg, hogy a Hilbert térbeli approximacio elméletével hogyan hatarozhato
meg a négyzetesen legjobban kdzelitd legfeljebb n -ed fokd polinom.
Legyen H=R", w=(w,,..,w,), w, >0 silyok.

N
A skaldrisszorzat (f,g) =4 fgw, , f,gl HraMost w, =1 (i=1..,N).

i=1

eor B, = (R0 A, (0 o 1= (00 = () =0T R

Az|t- R =g (y, - P.(x,))> minimumé a Gc =b lineéris egyenletrendszer
i=1

megoldésaval kapjuk, ahol GT R @™ ¢ pT R"™,
Elemei: Oy = <(Xi )k’(xi)j> = (Xi )k+j » C; =4, és bj :<(Yi)’ (Xi)j> =Y (Xi)j .
Léthatjuk, hogy az A" Aa = A"b linedris egyenletrendszert kaptuk.

Kidolgozott példak

1. Péda. irjuk fel az n=1 specidlis esetet. Az (x., ;) (i =1...,N) pontokraillessziink
el sdfokd polinomot. (Linedris regresszidnak is nevezik.)

Megoldas.
AN .
Pl(x):alx+a0,A:9: .2+,Q=g:2_
% w5 s

A Gauss-féle normdlegyenletek A" Aa = A"b megoldasaval kapjuk a keresett polinom
egyutthatéit, ahol
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2. Pdda. irjuk fel akévetkez6 pontokat négyzetesen legjobban kozelitd egyenest: (2,2),
(45), (8,5)!

14¢ 20
A) Megoldas. ATA:E?3 0 A'b= g =.Az A"TAa = A"b Gaussféle norméegyenlet
84Q, 45

3—1

megoldésa: a = g vagylsakeresettpolmom P,(x )—%x+2.

B) Megoldéas. A Hilbert térbeli approximécio elméletével oldjuk meg a feladatot.

g s 20
H=R? f=¢5+ He= by =( 65+ 91_ =12, b, =( ¢5+¢4+) =64 ,
Gy =
14 20
Gc=b o cselg_aé = . Lahatjuk, hogy ugyanazt a linedris egyenletrendszert
%14 84 &C, o 564

kaptuk, mint az A) megoldasndl.

3. Pdda. Mit tehetiink, ha nem polinommal kell kdzelitentink? Példaul
f (x) = In(cx +d ) alaka fiiggvénnyel.

Megoldas. f -et linearizaljuk. Legyen f(x)=exp(f(x))=cx+d és ¥, :=exp(y,)

(i=1..,N).Az (x,¥,) (i =1..,N) pontokra felirt négyzetesen legjobban kézelitd egyenes:
cx +d . gy akeresett ¢ és d értéket megkaptuk.
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