1. Numerikusintegralas
(Inter polaciés kvadr atur a for mulak)

b

Legyen f :[a,b]® IR, korlatos és W:[a, b]® R " stlyflggvény. Az Ofw integrél

kiszamitaséhoz kozelitsik f -eta P(x)=g f(x,)%,(x)I R, interpoléciés polinomjaval,
i=1l

ahol x,,...,x, 1 [a,b] kilénbozs alappontok és 1,(x) az i. Lagrange alappolinom.

Ekkor

b b

n b n
6fW» (‘jDW:é f(xi)diwzécif(xi) :
a a i=1 a

i=1

b n
7.1. Definicié. Az ()fw integrdl kozelitésére felirt § c, f(x,) kvadratdra formulét
a i=1
b
interpol 4ci6s tipusinak nevezzik, ha ¢, = Jw (i =1,...,n).

a

n b
7.1.Téed. A § c, f(x ) kvadratdraformulapontos " f1 R,-re U ¢, =¢w (i =1..n).

i=1

Bizonyitas. b : Haakvadratiraformulapontos " f 1 R ,-re, akkor I, -kre s pontos, azaz
t;‘jjw: éci 1 (x)=c, (j=1..n).

U: Legyen f1 R, ekkor af mege_gyezikazinterpoléciés polinomjaval, azaz

F(x)=8 F(x)H(x) . Integralva

Sfw= Oa o ol = & £(x )33, 6wlx)ax = deils).

Tehat a kvadratGra formulapontos f 1T R, -re.

Létjuk, hogy akvadratiraformulét az x,,c, (i =1,...,n) értékek hatarozzék meg. Ezek
véasztésétdl fliggden az aldbbi tipust kvadratura formulakkal foglalkozunk.

Newton-Cotes tipust kvadratura formulék:
A w° 1 silyfiggvény. Az x,,...x, 1 [a,b] alappontok az intervallum ekvidisztans

osztépontjai, azaz x, =a+i*h (i =1,...,n),ahol h :b_—i .

Nyiltnak nevezzik a kvadratUra formulét, ha a és b nem szerepel az osztépontok kozt.
Jeldlés: Ny(n) , ha n részre osztjuk az intervallumot. Ekkor n - 1 aappontja van.
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Zartnak nevezzik a kvadratira formulat, ha a és b osztopont.
Jeldlés: Z(n) , ha n részre osztjuk az intervallumot. Ekkor n +1 aappontja van.

Gausstipusi kvadratura for mulék:
Az x,,c, (i=1...,n) értékeket (igy adjuk meg, hogy a lehetd |egmagasabb fokszam
polinomokra pontos legyen a formula

Csebisev tipust kvadratara formulak:
Az x, (i =1,...,n) alappontokat Gigy adjuk meg, hogy ¢, ° ¢ (i =1....,n)-re. igy aformula
kiértékel ésehez kevesebbet kell szamolnunk.

3.2. Newton-Cotes tipust formulak

Erintd formula ( Ny(2) ).
atb

Az intervallumot két részre osztjuk. Mivel nyilt aformula, igy egy alappontjalesz x, =

b b
és f -et akonstansinterpol 4ciés polinomjaval kozelitjiik. ¢, = ¢¥,(x)dx = ¢ dx=b- a, ahol

l,(x) =1 akonstans Lagrange alappolinom. Tehét az érintd formula

b .
of (x)dx » (b-a)xfé@%bg.
e 1]

Trapéz formula ( Z(1) ).
Az intervallumot egy részre osztjuk. Mivel zart aformula, igy két alappontjalesz, az

intervallum két végpontja x, =a és x, =b.Az f flggvényt az elsdfoku interpol &cios
polinomjaval kozelitjuk.

" "X-b b-a
clzdl(x)dx: a-bdx_ > és
. " X- a b-a
cz=d2(x)dx:00_adx= 5
Tehd atrapéz formula
b
b -

Of (x)dx  » Ta(f(a)+f(b))::T(f).

a

Megjegyzés. Ha f nemnegativ fliggvény, akkor afenti képlet az [a,b] intervallum és az
f (a), f (b) fuiggvényértékek dltal meghatérozott trapéz teriilete.



b
7.2.Tée. Legyen 1 C2[a,b] ésjeldlie R,(f)=)f - T(f) atrapéz formula hibgét. Ekkor

R,(f)=- (bizaf ). ahol x1 (a.b)

Bizonyitas. A P, interpolécios polinom hibaja alapjan

fx)- pl(x)z%‘@(x- 2)(x- b), anol x1 (a,b).
df- 0" (- a)c- b)ex.

Mivel (x- a)(x- b)3 0, x1 [a, b], azintegralszamltas kozépértéktétel ét és a derivalt Darboux
tulajdonsagét felhasznalva
h) " f&n)(b- a) -
T80 - alic- bl =- LIV (o
(b- a)
-

a

b
Integralassal ellendrizhetd, hogy dx - a)(x- b) dx =-

Simpson formula ( Z(2) ).

Az intervallumot két részre osztjuk. Mivel zart aformula, igy harom aappontjalesz, az

intervallum két végpontja és afelezpont: x, =a, X, = a+b és x, =b.Az f fuggvényt az

masodfoku interpol &cids poli nomj aval kozelitjuk.

b))

5= 9(x1 o x>0
g s
IR GHAA

Tehd a Simpson formula
b

\

agaf 4f8@+b° t0)2=s(f).
9

b
7.3.Tétel. Legyen f1 C3[a,b] ésjeldlie R,(f)= ¢)f - S(f) aSimpson formula hib4jét.

Ekkor

R,(f)=- 0-aF ¢y - a) f‘”““) ahol x1 (a.b) .

2°>90
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Kidolgozott példak

1. Pdda. Igazoljuk, hogy a Simpson formula minden legfeljebb harmadfokd polinomra
pontos, de a negyedfoku polinomokra éltaldban nem.

Megoldas. A hibaformula ismeretében a fenti dlités trividlis. Probajuk meg anélkil
bizonyitani. Mivel a Simpson formulahoz a 3 aappontra felirt interpol&cis polinomot
hasznaljuk, minden legfeljebb masodfoku polinomra pontos. Elég f (x) = x* -re bizonyitani
az dlitast. A Simpson formula

_ & .3 o _
S(f):b—Gaga3 +4¢aea;rb9 +b* = _blza(2a3 +a® +3a’b +3ab? +b° +2b3):
&

2 2
b- a b*-a’
:—(a3 +a’h +ab’ +b3):
4 4
b b4 _ a4
Ocdx = apontos érték. Tehét pontos f (x) = x° -re.

X,

Legyen [a,b] =[01] ésg(x) =
. 5

12 0
X‘dx == ,de S ZCO+4e=% +1°T=—,
OO( ( ) 6§0 4%2@ g 24

2. Péda. Vezessik le a Ny(3) Newton-Cotes formul .

Megoldas. Az alappontok X, = Za;b és X, :a+2b .
: - X, X- X,
A Lagrange alappolinomok 1, (x) = és1,(x)= :
17 A2 Xy = X
::\j : X, iéxz - X x@b
o - xZaO( a-b%? 2 Ha
2 ) ]
_ 3 ab a’ _a+2b(b_a)g:_é(a+b)+3a+2b:b a
a-b§ 2 3 5 2 3 2
b-a

Ugyanigy ( vagy a szimmetridra hivatkozva) beléthatd, hogy c, —T.

b
+
A kapott kvadratiraformula f  » b Za?ge?a Oy f@ 99
e

N ze3fag'



7.2. Osszetett formuléak ( szabalyok )

Az [a, b] intervallumot egyenl & részekre osztjuk és minden részintervallumon egy-egy
kvadratura formul & alkalmazunk.

Trapéz szabdly.

Az [a,b] intervallumot m egyenl® részre osztjuk és minden részintervallumon egy-egy trapéz

formulét alkalmazunk. Az alappontok x, = a+— 2 (i=01..,m).
Tehat atrapéz szabaly
. b- aae '
of » ——cfla)+2a f(x)+f(b)=T,(f)
a 2m e i=1 a
b (b_ a)S

Simpson szabdly.

b-a

m
(i=0,....m). Minden [, ,X,,.,] részintervallumon egy-egy Simpson formulét alkalmazunk.
Tehat a Simpson szabaly

%

Az [a,b] intervallumot % egyenl részre osztjuk ( m paros), az alappontok x, = a+

° b - age o% %{1 0
of » 3—gf(a)+4a f(%,..)+2a f(x )+ flb)==s,(f).
a m 8 k=1 k=1 -
%)
b (b_ a)5

xf ®tx) , ahol x1 (a,b) .

Hibaformulgda ¢f - S, (f)=-

| a2 0 ()= Tt

M egj egyzés.

1. Ha f @ korlé&tos, akkor atrapéz dsszetett formul dban szerepld iz miatt a kozelités hibgja
m

b

m® ¥ esetén T, (f)- Of ® 0.

2. Ha f @# Kkorlatos, akkor a Simpson sszetett formul dban szerepld % miatt akozelités
m

b

hibdam® ¥ esetén S (f)- Of ® 0.
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