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8.5.   Implicit Euler módszer

A diszkretizációs jelöléseket használva az implicit Euler módszer alakja:
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Motiváció: A derivált közelítésére gyakran használjuk a differencia hányadost:
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Felhasználva az egyenletben: ( ) ( )( ) ( ) ( )
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Innen átrendezve
( ) ( ) ( )( )111 , +++ ⋅+≈ nnnn xyxfhxyxy  ,

vagyis egy implicit formulát kapunk. Ezt az implicit egyenletet kell megoldani egyszerû
iterációval.

Megjegyzés.
1. Minden lépésben egy implicit egyenletet kell megoldani egyszerû iterációval. Az implicit
módszert korrektor módszernek, az explicit módszert prediktor módszernek nevezzük. A
korrektor módszerhez szükséges )0(

1+ny  kezdõértéket egy prediktor módszerrel adjuk meg.
Általában azonos rendûeket szokás párban alkalmazni.
2. Az implicit módszer stabil a h -ra tett feltétel nélkül. (Pl. az explicit Euler módszernél

2<hL  feltételnek teljesülnie kell a stabilitáshoz.

8.6.   Módosított Euler módszer

A diszkretizációs jelöléseket használva a módosított Euler módszer alakja:
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Motiváció: Az explicit Euler módszerhez képest nem az xx pontbeli ( ) ( )nnn yxfxy ,=′

meredekséggel lépünk tovább, hanem az 
2
h

xn +  pontbeli meredekséggel.

A Taylor formulát felhasználva ( ) ( ) ( ) ( )( )nnnnnn xyxf
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8.5. Tétel. A módosított Euler módszer lokális hibája ( )3hO , globális hibája ( )2hO  .
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8.7.   Trapéz módszer

A diszkretizációs jelöléseket használva a trapéz módszer (implicit módszer) alakja:

( ) ( )( )
( )





=

+⋅+=

+

++
+

+

,...1,0   adott,  

,,
2

:

)0(
1

)(
11

)1(
1

ky

yxfyxf
h

yy

n

k
nnnnn

k
n

Motiváció: A differenciálegyenletet az [ ]1, +nn xx  intervallumon az

( ) ( ) ( )( )∫+=
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dttytfxyxy ,

integrálegyenlettel helyettesítjük. Az ( )1+nxy  számítására felírva az integrál közelítésnél tanult
trapéz formulát, a következõ implicit egyenletet kapjuk:

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )111 ,,
2 +++ ++≈ nnnnnn xyxfxyxf
h

xyxy  .

3. Példa. A 2. Példában felírt KÉP-ra hasonlítsuk össze az explicit-, implicit-, módosított
Euler és a trapéz módszer egy-egy lépését!

Megoldás.
a) Az explicit Euler módszerrel   00 =y ,  ( ) hyhyy =++= 1001 .

A lokális hiba:  ( ) ( ) ( )2
111 1 hOheyxyd h =−−=−= .

b) A  módosított Euler módszerrel   00 =y ,  ( ) h
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y
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A lokális hiba:  ( ) ( ) ( )3
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111 2
1 hOh

h
eyxyd h =−−−=−= .

c) Az explicit Euler módszerrel kapott 1y  közelítésre alkalmazzuk az implicit Euler módszert,
mint korrektor módszert.
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d) Az explicit Euler módszerrel kapott 1y  közelítésre alkalmazzuk a trapéz módszert, mint
korrektor módszert.
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Láthatjuk, hogy egy lépés az explicit Euler módszerrel, majd utána a trapéz módszer egy
lépését alkalmazva ugyanazt kaptuk, mint a módosított Euler módszerrel egy lépés után.
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8.8.   Runge-Kutta típusú egylépéses módszerek

A KÉP.-t integrálva az [ ]1, +nn xx  intervallumon és az htxx n +=:  helyettesítést felhasználva
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Az integrált egy kvadratúra formulával közelítjük, ahol [ ]1,0∈jb  -k az alappontok és jc -k
mj ,...,1= -re  a kvadratúra formula együtthatói.
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Mivel az ( )jn hbxy +  értékeket nem ismerjük, ezeket jξ -vel közelítjük.

Legyen 01 =b , ekkor ( ) nn yxy ==1ξ  ismert. A többi jξ -t az ny és a már kiszámolt

( ) ( ) ( )11221 ,,...,,,, −−++ jjnnn hbxfhbxfxf ξξξ  értékek lineáris kombinációiból állítjuk elõ.
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Definíció. Az ( )m

ijjiaA
1, =

=  mátrixot Runge-Kutta mátrixnak nevezzük. Ha 0=jia   ji ≤ -re,

akkor explicit Runge-Kutta módszert kapunk. A ( )T
mccc ,...,1= vektor elemei a Runge-Kutta

módszer súlyai, a ( )T
mbbb ,...,1=  vektor elemei a Runge-Kutta módszer módusai és m  a

módszer szintje.

Jelölés.  Tc

Ab

Megjegyzések.
1. Az 1=m  esetben 01 =b  és 11 =c  választással az explicit Euler módszert kapjuk.

2. Az 2=m  esetben  
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választás esetén
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Vagyis a módosított Euler módszert kaptuk:
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3. Az 4=m  esetben a  következõ választással a negyedrendû klasszikus Runge-Kutta
módszert kapjuk
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A módszer alakja:
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8.9.  Algebrai lineáris többlépéses módszerek

A) Adams-Bashforth módszerek

Legyen NIk ∈  , nk ≤ . A KÉP.-t integrálva az [ ]1, +nn xx  intervallumon
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Jelölje 11 −− Ρ∈ kkP  az ( )( )( )111 ,, +−+−+− knknkn xyxfx , …, ( )( )( )nnn xyxfx ,,  pontokon interpoláló
polinomot.
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A kifejezésben szereplõ integrál nem függ f -tõl, csak az alappontoktól. Legyen
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Az 110 ,...,, −kyyy  kezdeti értékek ismeretében a következõ k -lépéses módszert kapjuk
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Megjegyzések.
1. A hiányzó 110 ,...,, −kyyy  kezdeti értékeket például egylépéses módszerrel határozhatjuk
meg.
2. 1=k  esetén az explicit Euler módszert kapjuk.
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8.6. Tétel. A k  lépéses Adams-Bashforth módszer lokális hibája ( )1+khO , globális hibája

( )khO , továbbá konvergens és a konvergencia rendje k .

B) Adams-Moulton módszerek

Az Adams-Bashforth módszerekhez képest az ( )( )( )111 ,, +++ nnn xyxfx  pontot is hozzáveszi az
interpolációhoz, így k -adfokú polinommal közelíti a függvényt.
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A kifejezésben szereplõ integrál nem függ f -tõl, csak az alappontoktól. Legyen
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Az kyyy ,...,, 10  kezdeti értékek ismeretében a következõ implicit egyenletet kapjuk
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Megjegyzések.
1. Egy explicit módszercsaládot állítottunk elõ a fenti konstrukcióval. Minden lépésben egy
implicit egyenletet kell megoldani 1+ny -re. A hiányzó )0(

11 ,,..., ++− nnkn yyy  értékeket például
egylépéses módszerrel határozhatjuk meg.

( ))(
111

1

)1(
1 , k

nnk

k

j
jknjn

k
n yxfhfhyy +++

=
+−

+
+ ⋅⋅+⋅⋅+= ∑ ββ   ( ),...1,0=k

2. 0=k  esetén az implicit Euler módszert kapjuk. 1=k  esetén a trapéz módszert kapjuk.

8.7. Tétel. A k  lépéses Adams-Moulton módszer lokális hibája ( )2+khO , globális hibája

( )1+khO , továbbá konvergens és a konvergencia rendje 1+k .


