8.5. Implicit Euler modszer
A diszkretizaci6s jel 6l éseket haszndlvaaz implicit Euler modszer alakja:

T =y, o (xs vi)
1y©) adott, (k=041,.)

Motivécid: A derivalt kdzelitésére gyakran hasznaljuk a differencia hanyadost:
y(Xn+l) » y(Xn+1 )I,.; y(xn) *
y(Xn+l ) - y(xn ) .

Felhaszndlva az egyenl etben: y‘(XM) = f(Xn+l1y(Xn+1)) » h

Innen &rendezve

y(Xn+1) » y(xn) +hxf (Xn+l’ Y(Xn+1 )) '
vagyis egy implicit formuléd kapunk. Ezt az implicit egyenletet kell megoldani egyszer(
iter&cioval.

M egj egyzés.
1. Minden lépésben egy implicit egyenletet kell megoldani egyszer(i iteracioval. Az implicit
maodszert korrektor modszer nek, az explicit modszert prediktor moédszer nek nevezzik. A

korrektor modszerhez szilkséges y'% kezddértéket egy prediktor modszerrel adjuk meg.

n+l
Altaldban azonos rendlieket szokés parban alka mazni.
2. Az implicit modszer stabil a h -ratett feltétel nélkil. (Pl. az explicit Euler mddszernél
hL < 2 feltételnek teljestiinie kell a stabilitashoz.

8.6. Moddositott Euler modszer

A diszkretizaciés jel 6l éseket haszndlva a modositott Euler modszer alakja:

;» yn+l = yn +h xfaﬂ +D1 yn +£ f(Xn’yn)9
' e 2 2 B

{x,.y, adott (n=01,...N - 1)
Motivaci6: Az explicit Euler médszerhez képest nem az x, pontbeli y€x, )= f(x,.y,)
meredekséggel |éplink tovabb, hanem az X, +ﬂ pontbeli meredekseggel.
A Taylor formul& felhasznédva y@ +§—» y( )+g yéx,) = y(xn)+g f(x,,y(x,)),
)
igy

& +—l—f3% #2428 & D y) + 21 (x,, yix, )
g 2 e ﬂg 2 2 %]

8.5. Tétel. A modositott Euler modszer lokdlis hibga O(h° ), globdlis hibga O(h? ) .



8.7. Trapéz mobdszer

A diszkretizacios jel 0l éseket haszndlva a trapéz modszer (implicit modszer) alakja:

1ok h
i ykD =y +E>{f(xn, yn) + f(xn+1'yr(1k+)1))
fy® adott, (k=04,.)

n+l

Motivacio: A differencidlegyenletet az [xn X ] intervallumon az

n+1

() = y(x,)+ of (6 y() ot

integrélegyenlettel helyettesitjik. Az y(x,.,) szamitaséra felirva az integral kozelitésnél tanult
trapéz formulét, a kovetkezd implicit egyenletet kapjuk:

Vo) Y06+ D08 G yx, )+ £ (0,0))

3. Pédda. A 2. Pddéban felirt KEP-ra hasonlitsuk ¢ssze az explicit-, implicit-, modositott
Euler és atrapéz modszer egy-egy |€pését!

Megoldas.
a) Az explicit Euler médszerrel  y, =0, y, =y, +h(y, +1)=h.

A lokdishiba d, = y(x,)- y, =(e" - 1)- h=0(n?).
. ] _ _ & . h o_ h?
b) A modositott Euler modszerrel  y, =0, y, =y, +h¢y, +E(y° +1) +12= ?+ h.
e P’}

Alokdlishiba d, = y(x,)- v, =[e" - 1)- % h=0(h?).

c) Az explicit Euler médszerrel kapott y, kozelitésre alkalmazzuk az implicit Euler modszert,
mint korrektor modszert.
YO =y, =h, v =y, +hfx, v )= h(y® +1)=h(h+1) =h? +h,

d) Az explicit Euler modszerrel kapott y, kozelitésre alkalmazzuk a trapéz modszert, mint
korrektor modszert.

© =y = o = h o) zh (0) _h _h
v =y =h, v =y 4 (0 ye) £ y® ) =2y )= (h+2) =2,
Léthatjuk, hogy egy |épés az explicit Euler modszerrel, majd uténa a trapéz modszer egy
|épését akamazva ugyanazt kaptuk, mint a modositott Euler médszerrel egy 1épés utan.



8.8. Runge-Kutta tipusl egylépéses modszer ek

] intervallumon ésaz x:= x, +ht helyettesitést felhasznalva

Xn+1

y(xn+1)- y(xn) = of (x,y(x))dx = hxc‘)f (xn +ht, y(xn + ht))dt .

Xn

A KEP--tintegrélvaaz [x,,x

n+1

Az integralt egy kvadratdra formuléval kézelitjiik, ahol b, T [0,1] -k az alappontok és c, -k
j =1...,m-re akvadratira formula egyUtthatGi.
yn+1 = yn +h >é Cj f(xﬂ +hbj’y(xn +hbl))
j=L
Mivel az y(xn + hbj) értékeket nem ismerjuk, ezeket X -vel kozelitjuk.
Legyen b, =0, ekkor x, = y(x,) =y, ismert. A tdbbi x;-taz y, ésamar kiszamolt
f(x,, %), f (%, +hb, X, ),..., f(x, + hb, ,,x, , ) értékek linedris kombinacidibdl allitjuk elb.
_‘I_ Xl = yn
Il X =Y F hvaIf(xn,xl)
| X3 = yn + hxa'3lf(xnaxl) +hxa32 f(xn +hb2!X2)
L2
oo
;fxm = yn + h><am1f(xn’xl)+"'+h >amm—lf(X +hbm 1’Xm )
Yo = Yo th@ c; f(xn +hbj,xj)
j=1
Definicio. Az A= (a\ji)rj”i:l matrixot Runge-Kutta matrixnak nevezzik. Ha a; =0 i £ j-re,
akkor explicit Runge-K utta médszert kapunk. A ¢ =(c,,...,c,, )’ vektor elemei a Runge-Kutta
médszer stlyai, a b = (b,,....h, )" vektor elemei a Runge-Kutta médszer médusai és m a
modszer szintje.

Jelolés. i‘—’?
c

M egj egyzések.
1. Az m=1esetben b, =0 ésc, =1 valasztassal az explicit Euler modszert kapjuk.
0
2.Az m =2 esethen ~‘7 1141 vaasztas esetén
01

IX =

———

1 h
*XZ :yn+h>(§f(xn’)(1):yn +Ef(xn'yn)

y”"'l = yn +O>h xf (Xn7yn)+1>h xf@ﬂ +E1 yn +£hxf (an yn)91
e 2 2 7]
Vagyis a médositott Euler médszert kaptuk:
yn+1 = yn +h Xf @n +£: yn +£h>(f (Xn’ yn)9
e 2 2 @



3. Az m =4 esetben a kovetkezd valasztéssal a negyedrendi klasszikus Runge-K utta
maodszert kapjuk

0
3|4
p A:i 0 4
ol T2 2
- 1|0 0 1
i 1 1 1
6 3 3 6
A modszer aakja:
Kl:f(xn’yn) u
.
KZ = f@n +2!yn +2K19: h
; % € Yy =Y, + (K, +2K, +2K, +K,).
K=& +0 y (N @ 6
3 gn 2’ n 2 Zd
K4:f(xn+h,yn+hK3) Ip

8.9. Algebrai linearis tébblépéses modszer ek

A) Adams-Bashforth médszer ek

Legyen k1 IN , k £n.A KEP-tintegrdvaaz [x,,x,., | intervallumon

n+l

V(o) - Y0x)= oof (x,y()ox

Jt6lie Py, R, @ (X T (6 Y060 ) (6 T, ¥(x, ) pontokon interpolals
polinomot.

Xn 41

Wrs)- y0) > Fes (k= (e vk, ), (¥)ae

%n j= %n
A kifejezésben szerepld integrd nem fligg f -tdl, csak az alappontoktdl. Legyen

Xn+1

b, :=%x (‘jj(x)dx és

f”'k+i = f(xn-k+j’y(xn-k+j»: f(xn—k+j’yn—k+j) .
AZ Yo, Yo Y., Kezdeti értekek ismeretében akovetkezd k -1épéses modszert kapjuk
K
Yo = Y, th ’%ol b, xf, ., (n=k,...,N-1).
j=1

M egj egyzések.
1. A hignyz6 vy, y,,..., ¥,., kezdeti értékeket peldaul egylépéses modszerrel hatérozhatjuk

meg.
2. k =1 esetén az explicit Euler modszert kapjuk.
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8.6. Tétel. A k |épéses Adams-Bashforth madszer lokdlis hibga O(h***), globdlis hibgja
O(h K ) , tovabbéa konvergens és a konvergencia rendje k .

B) Adams-Moulton médszer ek

Az Adams-Bashforth médszerekhez képest az (x,.,, f(x, ., y(x,.,))) pontot is hozzaveszi az
interpoléaciohoz, igy k -adfoku polinommal k(‘jzel |’ti aflggvenyt.

Xn+1

Y(01)- ¥(x,)» o°k() CRRICRRY () d,()

A kifejezésben szerepld integrél nem fugg f toI csak az alappontoktol Legyen

Xn+1

b, _—xdj( x)dx és

ooy = F (g YlX n-k+j))= i Yoo )
AZ Y., Y, Y, kezdeti értékek ismeretében akdvetkezd implicit egyenletet kapjuk

yn+1 - yn +h >9. b an k+ j +h ka+1 ><‘|:n+1
j=1
M egj egyzések.
1. Egy explicit modszercsalédot dlitottunk eld a fenti konstrukcidval. Minden |épésben egy
implicit egyenletet kell megoldani y_,,-re. A hidnyz0 y. ,.,,....Y,, Y% értékeket pédaul
egylépéses modszerrel hatérozhatjuk meg.

(k+1l) —

k
Yot =Y *h xé by xf .+ h><bk+l><f( n+1’yr(15)1) (k :0,1---)

=t

2. k =0 esetén az implicit Euler modszert kapjuk. k =1 esetén atrapéz modszert kapjuk.

8.7. Tétel. A k lépéses Adams-Moulton madszer lokdlis hibga O(h**2), globdlis hibga
O( k”), tovabba konvergens és a konvergenciarendje k +1.



