Erotorvenyek

Olyan fliggvények, amelyek matematikai alakban megadjak a testre hato eroket.
Ezeknek a fliggvényeknek a valtozoi lehetnek:
-a test helye
- a test sebessége
- az 1do



Newton-féle gravitacios erd

Két tomegpont kozotti erd aranyos a két tomeg szorzataval €s forditottan aranyos a
tavolsaguk négyzetével.
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Az ardnyossagi tényezd az univerzalis gravitacios allando: y = 6,67 - 10711
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Az er0torveény egyszertii alakja kiterjedt testekre is
ervényes, amennyiben gombszimmetrikusok.
A tavolsag a kozeéppontok kozott mérendo.

A vektori alak megadja az
erd iranyat is:
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Sulyero

Amikor a test elmozduldsa elhanyagolhaté méretti a bolygd (vagy hold stb.) sugarahoz
képest, akkor a gravitacios erd homogénnek (helytdl fiiggetlen) vehetd.

Pl. a Foldiink felszinének kozelében végbemend mozgasokra
az altalanos Newton-féle erdtorvénybol kapjuk:
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gravitacios gyorsulas
a Fold felszinén




Rugoerd

Hooke-torvény: Az er6 az egyensulyi helyzettél mért deformacié méretével aranyos
¢s azzal ellentétes irdny.
Az aranyossagi tényez0 a rugoallando D.




Surlodasi ero

Harom fajta lehet: — r F,. =F
1. tapadasi: A két feliilet egymashoz képesti .F_I... Fuy \A amig
mozdulatlansagat igyekszik megdrizni. Fol v=0 Fi = Fismax
Ertéke barmekkora lehet egy bizonyos o EI F = 1, F

: ts,max tiny

maximalis ¢rtékig (mig meg nem csuszik).

He > pes mindig
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kozott fellepd erd, mely a mozgast igyekszik F>

gatolni. Csak az anyagi mindségtol (u) és a Fes = HesPy
feliileteket 0sszenyomo er6tol fiigg.

3. gordiilési: Feliileten gurulo testre hat a

mozgassal ellenkezd iranyban. Fgs = Hglny

(pl. emiatt all meg a gurul6 billiard vagy teke
golyo)



Kozegellenallas vagy 1égellenallas

Aranyos a test sebességevel, ill. a sebesség négyzetével, és azzal ellentétes irany1.

Az aradnyossagi tényez0 C fligg:

- a test mozgasra merdOleges feliiletének nagysagatol
- a test alakjatol (mennyire aramvonalas)

- a kozeg slirliségétol



Kényszererok

Ezek nagysaga €ppen akkora, hogy a kényszerfeltétel teljesiiljon:
pl. kotélerd, tartderd, tapadasi surlodas (a megcsuszas hataraig)
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kotél nem nyulik nem mehet bele a lejtdbe ne csusszon meg



A dinamika alapegyenlete

Ha 6sszegezziik Newton 1., II., és IV. torvényét, akkor megkapjuk a dinamika
alapegyenletét:
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F; = ma
i=1
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Ezeket koordinatankent kiirva, illetve az erokre beirva a megfeleld erdétorvényeket,
megkapjuk a mozgasegyenleteket. Pl. derékszogli Descartes koordinatarendszerben:

mx = F,,(x,y,2,X,7,Z,t)

my = Fey (X, ,2,X,Y,Z,t) masodrendi, csatolt differencialegyenletek

mz=F,,(x,y,2,X,y,%,t)

Az erok nem fligghetnek a gyorsuldstol, mert az ellentmondana a szuperpoziciod

elvének.

A megoldashoz meg kell még adni 6 integralasi allandot. Ezek altaldban a

kezdeti hely 3 koordinataja és a kezdeti sebesség 3 koordinataja: 7, és v,

Az egyenleteket megoldva megkapjuk a mozgastorvényt, mely megmondja, (x(t)

hogy a test hol tartdzkodik egy bizonyos id6ben (a palya egyenlete): 7(t) =1 y(t)
z(t)



Pé¢lda: Lejtdon mozgo test
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Alkalmazva a dinamika alapegyenletét: ma Z i IEL
i=1

Célszerl parhuzamos €s merdleges komponenseket
vizsgalni, mert tudjuk, hogy az y iranyu eredd
eronek zeérusnak kell lennie:

(x) m¥ =ma, = mgsina — F,
(y) my =ma, =0=Fr —mgcosa

P Mivel a tartoerd egyben a nyomoero is:
ANIMACIO IDEKATTINTVA! v gy Y

F, = uymgcosa

Beirva az (X) egyenletbe a surlodast:

ma, = mgsina — ymgcosa
= g(sina — ucosa)

Ha a, < 0 jon ki megoldasnak: <—
- a lefelé csuszo test lassul

Lejtore helyezett test egyensulyanak feltétele:
- a nulla eredd eréhoz sziikséges tapadasi surlddasi erdnek kisebbnek kell lennie, mint

a lehetséges maximalis érték (u, F+)


https://youtu.be/XnFnI_Rlglg

Lendilet

Lendiilet (impulzus): A test tomegének €s sebességének szorzata.
vektormennyis€g: iranya a sebesseg vektor iranya.

- -
p=mv

Lendiilettétel: Az lendiilet er6 hatasara valtozik meg.
Az eredd erd hatarozza meg a valtozasi gyorsasagat:

<
p - -
ar = L1
i=1
Bizonyitas alland6 tomeg esetén:
dp  d di R Tehat ha az eredd er6 zérus (magara
dt _ de (mv) = m-oo=ma= E, hagyott test), akkor a lendiilet allando.
Az okozott lendiiletvaltozas t; és t, kozott az eredo erd altal:
ta
AP = j F, dt
ty

tomegtdl fliggetlen



Munka

Munka: Az eré vonal menti (gorbe menti) integralja a test palyaja mentén két pont kozott.

Specialis eset: A mozgas palyaja egyenes, az erd pedig mindeniitt ugyanaz a vektor.
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Ha az erd végig a mozgas iranyaba mutat (oo = 0): W = Fs



Kinetikus (mozgasi) energia

Ha egy nyugalombol indul6é tomegpontra allandé erd hat:

-

F
- a pont gyorsulasa allandd: @ = — (a mozgas palydja egyenes vonalll) — a, — a
m

* 144 /4 4 /4 * ﬂ.
- 1 1id6 mulva sebessége: v = at, a megtett ut pedig: s = x = > t?

. . a, 1 21 5
Tehat a testen végzett munka: W = Fs = ma =t“ = —m(at)” = S mv

2 2

Ez a test kinetikus energiaja: Ey = Emyz (a munkaveégzes soran atadott energia)
Meértékegyseg mindkettd esetében: J (Joule)
Negativ munka esetén a kinetikus energia csokken, a test lassul.

Munkatétel: A kinetikus energia megvaltozasa egyenl6 az
eredo er0 altal a testen végzett munkaval.

W = AEg




Teljesitmény

Teljesitmény: Az energiakozlés liteme (egységnyi 1d6 alatt kozolt energia).

_dE (lehet kozolt hdenergia, elektromos energia,

dt mechanikaban a munkavégzés soran kozolt energia)

A mechanikai teljesitménytétel: A tomegpontra hato erok teljesitménye egyenlo a test

kinetikus energiajanak valtozasi gyorsasagaval: _ dEg
- dt

Az elemi munka: W =F - d# = dE}

, dE, F-d¥ . d¥ . _
A munkatétel felhasznalasaval: P = I — I = F _t =F.v

-
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Végrehajtva egy valtozédtranszformaciot:
T 5 )

71,9 t1 t1
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W1’2=JFdT:jF_dt=fdet=



Fizikal mez0 (erotér)

Fizikai mez0: Fizikai mezorol akkor
beszeEliink, ha a tér valamely tartoméanyaban
és valamely idokozben, az akkor és ott
jelenlevo tomegpontra erd hat €s ez a
helykoordinatak és az 1d6 folytonosan
differencialhato fiiggvénye.

Tehat az 7 és t az erd vektorfliiggvény

valtozoi: F (7, t)

- Az erdtér lehet 1d6tdl fliggetlen (stacionarius), tehat g—i = 0.
Ekkor az er6 csak a helytél fiigg: F (7)
" o . ,, OF _9F _ OF
- Az er6ter lehet helytdl fiiggetlen (homogén), tehat %y s 0

Ekkor az erd csak az id6t6l figg: F(t)



Konzervativ eroterek

Konzervativ erotér: Olyan 1d6tol fiiggetlen eroter
amelyben ket pont kozott az erdteér altal végzett
munka fiiggetlen az Uttol (ez ekvivalens azzal, hogy
barmely zart gorbére a munka nulla).

Ekkor a pontokat (pl. B) jellemezhetjiik a munkdval amit a tér végez amig onnan a test
egy kivalasztott nullpontba (pl. A) mozdul.

Potencialis (helyzeti) energia:

A potencialis energia egy pontban (B)
egyenlo azzal a munkaval amit a tér végez
mikozben a test onnan a nullpontba (A)
mozdul. A

EP(B) — WBA — fF'dF
B




P¢lda: sulyer6 munkéaja

Legyen a padlo szintje a potencialis energia nullpontja, ¢s ejtsiink le egy F, = 20N sulyu
testet 80m magasrol.

Ekkor a stilyerd munkégja (vagyis a
potencialis energia 80m magasan):

tz
0 0
Ep(h) =W, = fﬁ - d7 = (—ng) - (dzE) = -
hk hk
0 A
= f—mg dz = —mglz]) = mgh h
h
Természetesen ebben az egyszerli esetben y

hasznalhat6 a W = Fs képlet is, tehat a

W = (mg)h = mgh egybdl lathato.

vagyis esetliinkben: W = (20N)(80m) = 1600J



Az energiaminimum elve

Nagyobb erd nagyobb potencialis energiakiilonbséget jelent ugyanazon két pont k6zott.
Megforditva: Minél nagyobb iitemben valtozik a potencialis energia a hely valtozasaval,
annal nagyobb a tér altal kifejtett ero.

J0Ep
dx

Energiaminimum elve: Az er6 a csokkend potencialis energia iranyaba hat (negativ jel).

Altaldnosan egy tetszdleges pontban egy dimenzidban: F, =

Eprt

labilis egyensuly

F.=0

Harom dimenzidoban: & =

F=Fi+Fj+Fk=| i
JdEp . JEp_. OJEp r stabil egyensuly




Mechanikal energia

Vegylik azt a specidlis esetet amikor csak konzervativ erok hatnak mikozben a test
B-bdél C-be mozdul.

m
En(B) Er(C)

Ekkor barmely B ¢és C pontokra: Ep(B) — Ep(C) = Wge = Ex(C) — Ex(B)
Ennek az egyenletnek a differencialis alakja: —dEp = 8W = F(7) - d#t = dEy

Tehat az elemi munka a potencialis energia teljes differencialja.

Az eredeti egyenletet atrendezve: Eo(B) + Ex(B) = Ep(C) + EL(C)
A potencialis és a kinetikus energia 6sszege minden pontban megegyezik.

Vezessiik be a mechanikai energiat, mely a kinetikus és potencialis energiak dsszege:
Ev = Ep + Ex

Ez a mechanikai energia konzervativ erétérben megmarad: E,,(B) = E,,(C)




P¢ldak konzervativ eroterekre



Potencialis energia Newton-féle gravitacios mezdben

Legyen a M tomegl test rogzitve, €s tdle r tavolsagban kiszadmoljuk a m tomegi test
potencialis energiajat. Az er6 sugarirany, ezert célszerli sugariranyu palyat venni.
A nullpontot végtelenben célszer(i venni, mert r = 0 problematikus.




Rugoero potencialis energiaja

A Hooke-torvény értelmében az erd linearis fliiggvénye a hosszvaltozasnak.
Ez konzervativ erdteret eredményez.
Az X hosszal megnyujtott rago6 potencialis energidja:
0 0
Ep(x) = Wio = f F-d7 = f (—Dx?) dxi = F
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