Rezgesek



Harmonikus rezgdmozgas mozgasegyenlete

Harmonikus rezgés: Feltétele, hogy a testre hato er6 harmonikus legyen: F, = —Dx
(Hooke-torvény). Tehat pl. egy rugohoz rogzitett test (ha minden mas erd elhanyagolhato
vagy kiejti egymast, esetleg konstans, mint pl. a sulyero).

K
Felirva a mozgasegyenletet:
ma, = —Dx
| * m¥ = —Dx
-Dx \ d?x D
| — =——X
dt? m

Altalanos megoldas
é (mozgastorvény):

| *x x(t) = Asin(wt + §)
x=0 e

A: amplitado (maximalis kitérés)
0: kezdofazis

o: korfrekvencia (1asd késobb)

kezdeti feltételek hatarozzak meg oket {



Harmonikus rezgdmozgas mozgastorvénye

Szinuszos harmonikus rezgdmozgas,
X nullakezdéfazissal (6 = 0) A kitérés-1do figgveny:

x(t) = Asin(wt + §)

A
Ezt derivalva kapjuk a
sebességet
; v,.(t) = — = Awcos(wt + §)

A sebesség derivaltja pedig a

gyorsulas:
dv, 5 .
A a,(t) =—— = —Aw*sin(wt + §)
e J dt
I T 1
x(t)=x(t+T) Felhasznalhatjuk: x(t) = Asin(wt + &)
w(t+T)=wt+2m Tehat a gyorsulasra: a,(t) = —w?x
wT = 2m D
27 Mozgasegyenletben volt: a, = ——x
w = — korfrekvencia m
w = 2mf Tehat: w? =

m



Kinetikus €s potencialis energia

Kinetikus energia: A sebesség-ido fiiggvényt felhasznalva (6 = 0)

1 1 1
Ex = Emvz = EmAzmz{:Dsz({ut) = EDAECDSE(&JE)

Potencialis energia: A kitérés-ido fliggvényt felhasznalva (6 = 0) — rugalmas erdtér

1 1
Ep = E.sz — EDAzsinz (wt)

Mechanikai energia:
A potencialis és a kinetikus energia 0sszege E

Ey = Ex + Ep Ey

Ep Ek

1 1
= EDAECDSE(CUt) + Eﬂfflzsin2 (wt)

1 1
— EDAE [cos? (wt) + sin?(wt)] = 3 DA?

A potencialis ¢€s a kinetikus energia oda-vissza

egymasba alakul a mozgas soran.




Csillapitott rezges

Csillapitott rezgés: A valdosagban a rezgések lassan vagy gyorsan, de csillapodnak.

A rugalmas erdn kiviil, még egy sebességgel aranyos fékezo erdt figyelembe veéve:
F

rXAl

A fékez0 erd miatt

a mozgas energiaja
(mechanikai energia)
disszipalodik.
Kvaziperiodikus
mozgas jon Iétre.

md = F, x=0 ' a=% v=4%

A mozgasegyenlet (egyenes vonali mozgas X mentén): m¥ = —Dx — kx



Csillapitott rezgés mozgastorvénye

Kiindulva a mozgasegyenletbdl : m¥ = —Dx — kx
" k " D D 2 . )4 J4 . e
X+—x+—x=0 — = wy” g - a csillapitatlan rezgés korfrekvencidja (lenne!)
m m m
k . 14 14 * J4 144
¥+2ax+we’x=0 a= o 02 csillapitasi tényez0

Homogen, linearis, masodrendii differencialegyenlet. Megoldas exponencialis: x = e

Behelyettesitve: A2e?t + 2ade?t + wy2e?* =0 és et =0

At

Egyszeriisitve kapjuk a karakterisztikus egyenletet: A2 + 2al + wy? = 0

Megoldéasai: 4, , = —a + \/{xz — wg?

10

Harom lehetséges eset

1. gyenge csillapitas: a? — wg? < 0

X

-

—___er0s csillapitas

___gyenge
AN

_— [ e |

a? —we? =0

3. er6s csillapitds:  a? — wp? > 0 -5

1A 20~—~—"25 3.0

http://www.wolframalpha.com/

t



Gyengen csillapitott rezgés
a? —we? <0
A negativ diszkriminanst atalakitva:

Mo=—a+t a2 —wy?=—-a+ijwy?—a?=—-a+iw

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
x(t) = Ce *sin(wt + 6)
Ezt derivalva kapjuk a sebesség altalanos alakjat:

v(t) = —aCe “sin(wt + §) + wCe “cos(wt + &)

A C és o konstansokat a hatarfeltételekbdol
lehet meghatarozni. gyenge csillapitas
Pl. x(0) és v(0) megadhato, és
a ket egyenletet megoldva

a konstansok kiszamolhatok.

ANIMACIO IDEKATTINTVA!

x(t) = Ae “sin(wt +5)


https://youtu.be/RmAx8ypH6PM

Kenyszerrezges

Egy periodikus erd potolja a disszipalt energiat:
m¥ = —Dx — kx + Fysin(wt)

Megoldas: egy 1dOben lecsengd (el0z0hoz hasonldan) rezges, €s egy allandosulo
rezges a gerjeszto frekvencian.
Tehat hosszabb 1d6 mulva a mozgastorveény:

Fﬂ/m - 2 . s .
x(t) = sin(wt — &) — = wp” o, - sajatfrekvencia
V(@o? — 0?)? + 4a? w? m 5 - faziskésés
Rezonancia: Az az o, korfrekvencia, A
amire a rezgés amplitiddja a lehetod 0.0015 |

legnagyobb. =10
Ha a csillapitas gyenge (a Kicsi), akkor [
o, = ®, €s az amplittdo minden hataron 00010 :,
tul nOhet (amig a rendszer szét nem \

esik...) — rezonancia katasztrofa.
0.0005

é%(ooz 100 s™
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Hullamok

Hullamok akkor jonnek 1étre amikor egy rugalmas kézegben a kozeg egy részének rezgese
tovaterjed a kozegben, azaltal, hogy a szomszeédos pontok is atveszik a rezgest
Pl. gitarhur (1D), viz feliilete (2D), hang vagy fény (3D) i3

A tovaterjedés sebessége a hullam fazissebessége (C).
Ez hatarozza meg milyen 1dOkésés van a két tavoli pont
rezgése kozott.

Tekintsiink egy X iranyban terjedd sikhullamot

(vagy egy 1 dimenzids huron terjedd hullamot).

A rezgés az X = 0 helyen a szokasos harmonikus fiiggvény: y(t) = Asin(wt)
Ehhez képest az X helyen a rezgés x/c idovel késik:

y(x,t) = Asin [m (t - ;)] = Asin (mt _ ?)

) 2mXx ) 2mx )
= Asin (cut — —) = Asin (mt — —) = Asin(wt — kx)

Tc A
T: arezgés periddusideje ©: a rezgés korfrekvenciaja o = 2af = 2a/T
A: @ hullamhossz (peridodusido alatt megtett ut) A = Tc
k: korhullamszam Kk = 27/A Mivel: T =1/f ezért [c =Af




Hullamok: hely ¢€s iddfligges

A hullam esetében a hely €s 1dofliggés 1s periodikus fiiggvény: y(x,t) = Asin(wt — kx)
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A térbeli periodicitas a hulldmhossz Az 1dObeli periodicitas a periddusidd
(adott 1dObeli pillanatkep) (adott helyen vizsgalt rezgés 1dofliggese)



Transzverzalis és longitudinalis hullamok

e— hullaimhossz —s
|
|
|

klteres '
S S
a kiterés merdleges

‘ a terjedési iranyra
terjede€s iranya

>

terjedés i 1ranya A

longitudinalis
mmmm DIGOCOCOM, i

k1teres a kitéreés parhuzamos
iranya f“ hullamhossz "‘J, a terjedési irannyal

a hang is A
longitudinalis | S nL '
hulldm
(20Hz — 20kHz)




KoOrmozgas ¢s forgobmozgas



Egyenletes kormozgds dinamikaja

Egyenletes kormozgas: A mozgas soran a sebesség nagysaga allando, iranya viszont
folyamatosan valtozik. Tehat van gyorsulas, ami a kozéppont felé mutat (centripetalis).
Ennek feltétele, hogy az eredd erd is abba az iranyba mutasson (centripetalis ero).

INERCIARENDSZERBEN TARGYALJUK
A dinamika alapegyenlete: md = F,

Gyorsulasnak csak centripetalis (sugar iranyu)
komponense van.

Az eredd er0 nagysaga:

1?2

_ _ 2
cp = mﬁ — mw*R

Ezt az eredo erdt sokféle kolcsonhatas biztosithatja: lehet pl. gravitacios erd, Coulomb-ero,
kotélerd, nyomoerd, Lorentz-erd, stb. stb.

Ekkor ﬁ,;. 1 ¥, tehat a munkavégzés nulla. A centripetalis er6 nem végez munkat.

F, = ma = ma

A szogsebesség-vektor iranya a jobbkéz-szaballyal hatarozhatdo meg. Az abran pl. kifele.



Valtoz6 kormozgas - forgatonyomatck
Egy er origéra (forgastengely) vonatkoztatott forgatényomatéka: M = 7 X F
Erokar: az erd hatasvonaldnak a forgastengelytol mért tavolsaga
nagysaga: erd x erdkar, vagyis M = Fr, = Frsina
A forgatonyomaték nulla, ha az er6 hatasvonala

atmegy a forgastengelyen, maximalis ha merdleges
a helyvektorra.

iranya: a vektorszorzat alapjan (jobbkéz-szabaly)
merdleges az er0 ¢€s a helyvektor altal
meghatarozott sikra.



Perdiilet (Impulzusmomentum)

Pontszerfi test perdiiletének altalanos definicidja: L = 7 X § = # X (m®)

cr 7

Ha a helyvektor €s a sebesség merdleges, mint pl. egyenletes kormozgasnal:

L=rmv=mrv=mror= m’r'zcu

A perdiilet vektor a

= B
dL d( % 9) di . . dv
— = Xv)=m|—-X X—|=
- e i mr X v m at v+r ar
0@ L
—m@BXV+7Fxd) =7Fx(md) =7 xF, =
Perdiilettétel: dL _
dt €

forgatonyomaték hatasara valtozik meg:

M

a



Tehetetlenségi nyomatek

Specialis eset: tomegpont rogzitett tengely koriil, allando tavolsagban mozog (kormozgas)

L(t) = mriw(t)

dL _ ,do(t)

Ekkor a perdiiletet 1d6 szerint derivalva: It mr i

= mr?p(t)

B a szoggyorsulas, az mr? tag pedig a tomegpont tehetetlenségi nyomatéka.

2|, ahol r a tengelyt6] mért tavolsag.

Tomegpontra a tehetetlenségi nyomaték tehat: |@ = mr

dL dw(t
A perdiilettételt felhasznalva: o= mr? (;E ) =0B(t)=M
Megkaptuk a forgdbmozgas alapegyenletét: |M = 6
1,

A tOmegpont mozgasi energiaja: E, = Smvs = omr w? = Eﬂmz



Az elemi munka egy infinitezimalis elmozdulas soran (kormozgas):

Munka ¢s teljesitmény

SW =F -d§ = md - d$ = ma,ds = mBrds = mBrid¢ = 68dep = Md

Ebbdl a teljesitmény:
dEx _ ow Y do
dt dt dt

Halado €s forgd mozgasok kozotti analogia

Haladé mozgas

Forgé mozgas

(1 dimenzio)
valtozé X P
(sz6g)sebesség Vx Y]
(sz6g)gyorsulas Ay B
tehetetlenség m g
A (szdg)gyorsulas oka E, =ma, M =6p
Impulzus(momentum) Dy =17, L=08®
Kinetikus energia V2 m'“'x2 Lo B
munka E Ax MAg
teljesitmény Fev, Mo




Kiterjedt testek, tomegpontrendszerek



Sulypont

A testek mérete sokszor nem hanyagolhato el a probléméban szerepld méretekhez képest.
A kiterjedésiik miatt a haladdé mozgas mellett a forgd mozgasukat is figyelembe kell venni.

A sulypont az a pont ami alatt ugy alatamaszthatjuk a testet, hogy az egyensulyban legyen:
a [ a

Az alatdmasztas helyére
az eredd forgatonyomateknak
nullanak kell lennie. Példaul:

[

m;gxs = Mg (E — xs) +myg(l —x5) |

- Xsg

B Mg (%) + mygl
s = mig+Mg+myg

Egy bonyolult alaku test
sulypontjat azt tobb pontjaban
felfiiggesztve hatarozhatjuk
meg, mint a fliggdleges
vonalak metszéspontja:




Tomegkozeppont

Kiterjedt test tomegkozéppontjanak helye a testet felépito pontok helyének tomegekkel
stlyozott atlaga (illetve a részek tomegkozeppontjainak tomegekkel sulyozott atlaga):

[ [ g
A példaban az Osszetett test @
tomegkozeéppontjanak
X koordinataja: ‘ Xm *$ m;eX;
[
ml'[}‘l‘mzl{‘l‘mg(j) : : =X
X = 0 Am
my + o + L%
Zﬁ_ m- x. E'{"J_ m- . 'I?HT_ m. Z.
A tomegkozéppont helye altalaban: (x,,,, Vi, Z;) = "’_Nl LY "’_Nl i , L_NI ) =
i=1 1My i=1 M i=1 M
N N N N - L
_ [ &i=1Th X Dic1 My Yi Do M Z tehat: | 7. = 2=t m; 1y ANIMACIO
m ' m ' m N m IDEKATTINTVA!

A legtobb esetben a sulypont ¢s a tomegkozéppont helye ugyanott van, és a kettd kozil
barmelyik hasznalhato. Kiilonbség a két pont helye k6zott csak akkor van, ha a test mérete
olyan nagy, hogy a gravitacié nem tekinthet6 a test minden pontjara ugyanolyan erdsséglinek.



