Lendilettétel tomegpontrendszerre

Pontrendszer mozgasanak vizsgalatahoz irjuk fel a lendiilettételt az egyik pontra (i):

A 14 hato kiils6 erdk eredgje: P:;
A j-edik pont altal Kifejtett erd: F;;
A dinamika alapegyenletét is

felhasznalva az altalanos (i-edik)
tomegpontra:
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Lendiilettetel tomegpontrendszerre:
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Ha a pontrendszerre hato kiilso er0k ereddje nulla, akkor a lendiilet allando.



Utk6zések

Ha az {itk6z0 testek zart rendszert alkotnak (kiilsé er6k nem hatnak rajuk), akkor az
litkozes soran mindig teljesiil a lendiiletmegmaradas.
A rendszer tagjainak lendiilete 6sszesen ugyanazt adja az titkozés el6tt mint utén:

Pa1 t Pp1 +Pc1t " =DPaz + P2+ D2+
mAﬁAl + mBﬁBl + mcﬁCl + e = mAﬁAZ + mBT?BZ + mcﬁcz + .-

Ez altalaban 3 fliggetlen egyenletet jelent a lendiilet X, y €s z komponenseire.

Erre akkor van szlikség ha az titkozés térben jatszodik le €s nem centralis

(pl. ket egymashoz vagott labda, melyek sebessegvektorai nem a masik tomegkozeéppont-
janak iranyaba mutatnak, vagy egy szétrobbano tlizijaték esetében is alkalmazhato)
Billiardgolyok titk6zése az asztal sikjaban két egyenletet eredményez.

Egyenes mentén mozgo két test centralis tlitkozése pedig csak egyet:

MyVp1x T MBUB1x = MYV + MpUpoy

Ha ellentétes iranyban halad a ket test, akkor ez egyik sebesség negativ.

Extrém esetek:

Tokéletesen rugalmatlan litkdzésnél a két test Osszetapad: Vpp, = Vgo, €5 M =M,y + Mg
Tokeletesen rugalmas titkdzeésnel a kinetikus energia 1s megmarad:
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—mMuv — MgV — My — MgV
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2



Utkozési szam

A valdsagos litkozesek se nem tokéletesen rugalmatlanok, se nem tokéletesen
rugalmasak. Az iitkdzési szam azt mutatja meg, hogy mennyire rugalmas az iitk6zés.
Ez a szam a tavolodasi sebesség és a kozeledési sebesség hanyadosa.

———
Az utkozési szam:

Va2

—- VB2

UVpz — Vy2 m
k — |
Va1 — VUpq

Extrém esetek:

tokéletesen rugalmatlan: k = 0

w1z _ m, VAl
tokéletesen rugalmas: k = 1 —_— VBI
A —

altalanosan: 0 < k<1

m, VA2
r . —_— VB2
Egyszerlibb ezt hasznalni a - —_—

kinetikus energia megmaradasa
helyett, mert ez nem masodfoku.

ANIMACIO IDEKATTINTVA!



https://youtu.be/Dl5JQT8CG8U

Tomegkozepponti tétel
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A tomegkozépponti tétel:

I
M=
ot

Pontrendszer tomegkozéppontja ugy mozog, mintha a rendszer 6sszes tomege ebbe a
pontba lenne egyesitve, €s az 0sszes kiilsd erd erre a pontra hatna.



Perdiilettétel és munkatétel

A perdiilettétel a lendiilettételhez hasonloan levezethetd.
A tomegpontrendszer perdiiletének 1d6 szerinti derivaltja egyenld az eredd
forgatonyomatekkal:

df_ﬂ
dat ¢

A tdmegpontrendszerre vonatkozo munkatétel azt mondja ki, hogy a rendszer kinetikus
energiajanak megvaltozasa egyenld az osszes erd (kiilsd €s belsd) altal a rendszeren
veégzett munkaval:

W = AEg

A belso er0k azeért szerepelnek, mert a rendszer tomegpontjai kozotti potencialis energia

crers

Peldaul egy rago két vegehez kotott testek rezgése soran, vagy a Naphoz kozeledo
listokos esetében.



Tehetetlenségi nyomatek

Egy tomegpontrendszer tehetetlenségi nyomatéka az egyes tomegpontok tehetetlenségi
nyomatékainak 0sszege: N
0 = Z m; T'iz
i=1

Folytonos tomegeloszlas esetén az infinitezimalis dV térfogata darab tomege: pdV
Tehetetlenségi nyomatéka: dmr? = pdVir?

Tehat az egész test tehetetlenségi nyomateka: |6 = f pr2dV | r a tengelyt6l mért tavolsag.

V

Steiner tétel: Ha tudjuk a tehetetlenségi nyomatékot egy, a stilyponton a&tmend tengelyre
(6,), akkor a vele parhuzamos, tdle d tavolsagban 1évo tengelyre a tehetetlenségi nyomaték:

Hd — 6'3+de




Merev testek mechanikaja

Egy merev test barmely két pontjanak tavolsaga idoben allando (nem deformalodik).

Egy mereyv test egyensulyanak feltételei:

* a testre hato kiilso erdk ereddje nulla és

* a kiilsd erdk barmely pontra (illetve tengelyre) vonatkozd forgatonyomatékainak
ereddje nulla.

Itt az egyensuly nem csak a statikus allapotot jelenti, hanem allandd sebességli mozgast €s
alland6 szogsebességli forgast is.

Valtozo mozgas esetén:
Merev test mozgasa tehat haladé mozgasbol és forgdmozgasbol all.
- A halad6 mozgast (a tomegkozeéppont gyorsulasat) a tomegkozépponti tételbol
kaphatjuk meg. N

mds = P::

=1

- A forgd mozgas szoggyorsulasat pedig a forgomozgas alapegyenletébol lehet
meghatarozni.
5 M, = 6p



Folyad¢kok €s gazok
mechanikaja



Hidrosztatikai nyomas

A folyadékok ¢és gazok kozos tulajdonsaga, hogy alakjukat szabadon valtoztatjak. Ha a
részecskékbdl allo felépités helyett ezeket folytonos tomegeloszlasunak tekintjiik,
akkor kontinuumrol beszéliink.

Hidrosztatika: nyugvo folyadékok mechanikaja

Nyomas: Egy pontban a nyomas a pontot koriilvevd (vegtelen) kicsiny feliiletre hato
erd felliletre merdleges komponense, osztva a feliilet nagysagaval. Skalar mennyiség.

Fi(4)

: N
p = limy 1 Meértékegysege: [p] = 7= Pa (Pascal)

A hidrosztatikai nyomas a folyadék (h magassagu oszlop) — - _ _
sulyereje altal okozott nyomas (egyenletesen oszlik el): /:

_E) _mg Vpg Ahpg

= : surasé —
A A A A g P 5

Mivel a folyadek alakja szabadon valtozhat, adott —
mélységben a nyugvo folyadék nyomasa nem fligg a feliilet
iranyitasatol, a kifejtett er6 pedig mindig merdleges a —
feliiletre. — —
Pascal torvénye: Egynemi nyugvo folyadék azonos —/ —A—- —
magassagl pontjaiban a nyomas azonos. = —




Pascal torveénye - Példa

Egy U alaku iivegcs6 baloldali vége zart, a masik nyitott. A csében alul 13,6g/cm?3
slirliségii higany, a jobb szarban ef6l6tt S0cm magas vizoszlop van. A 1€gkori nyomas
Ibar, a bal szarban a Hg folott a levegd nyomasa 0,9bar. Mekkora a magassagkiilonbség a
két higanyszint kozott?

po = 105Pa, p,=0,9-105Pa, h =50cm

A higanyban, mint egyneml nyugvo
folyadékban a szaggatott vonallal
megjelolt szinten a bal €s jobb
oldalon meg kell egyeznie a nyomasnak: |

P = B

p1 + xpyg = po + hp,g

L Pothpug —p
Pug

= ...=11,17cm



Felhajto erd

A felhajto ero a folyadek altal a test

teljes feliiletére kifejtett eredd ero. 4 Fi.

A téglatest alaku test lapjaira: l l l l l l l l
- eliilsé és hatulso ereddje nulla ) 7 T

- bal oldali és jobb oldali ereddje nulla e

- also ¢€s felso eredoje... 0y V e

Fr = Frei — Fie = DientA — Pfent4 = )
=prg(h+ c)A — prghA = prgcA = !
- or¥g = mys o [TTTTT

L 0 F
V a test altal kiszoritott folyadék térfogata, Jet

aminek tomege m;
Tehat a felhajto erd nagysaga egyenlo a kiszoritott folyadek sulyaval. Ez mas alakra is igaz.

Archimédesz torvénye: Minden folyadékba martott testre felhajto erd hat, amely
egyenld a kiszoritott (bemertiild rész altal) folyadek stlyaval.

Ha a test siirlisége nagyobb mint a folyadéké akkor elmeriil, mert a felhajtoerd kisebb
mint a test stlya. Ha a folyadek slirisége nagyobb, akkor a test egy része nem mertil el,
a test Uszik.



Tomegmegmaradas

A hidrodinamika a folyadékok, mint kontinuumok aramlasat leir6 tudomanyag.
Kétfele targyalasmod:

1. Lagrange-modszer: az egyes kiszemelt folyadékrészekre a Newton féle
mozgasegyenletet irjuk fel, €s a kezdeti feltételeket hasznalva megoldjuk.

2. Euler-féle leiras: a kiilonb6z6 pontokban az ott aramlo6 folyadék tulajdonsagait mérjiik
(pl. sebesség, nyomas, stirtis€g).
Ha ezek 1ddben alland6ak minden pontban, akkor stacionarius aramlasrol beszéliink.

Kontinuitasi egyenlet: A tomeg megmaraddé mennyiség, nem keletkezik, €s nem tlinik el.
Tekintsiink egy nyugvo V térfogatot, amelyet az A zart feliilet hatarol. A dt ido alatt a dA

elemi feliiletdarabon kidramld tomeg: dm = pdV = pdAvcosa dt = pv - dAdt
Tehat id6egység alatt: C;—T = pB-dA

AV terfogatbol a teljes A feliileten keresztiil idoegyseg alatt kidramlo tomeg megegyezik a
térfogatban 1évo tomeg csokkenesével (negativ derivaltjaval):

d R
—— | pdv = ¢ pp-dA
dt) ¥ f}gp”

V A



Kontinuitasi egyenlet

Stacionarius (idoben allando) aramlas: Minden 1d0 szerinti derivalt nulla.

A

palast

O=¢p13-d/f= j,m?-d/f+ fpﬁ-d/f+ Jpﬁ-d[f
A Ay Ay Ap Y
A paléstra vett integral nulla, mert a sebess€g parhuzamos a Td;l/

feliilettel. Tehat a két végen torténd be- és kiaramlas ki kell, hogy
¢jtse egymast.

Ennek eredménye, hogy egy cso két tetszoleges 1
helyén a keresztmetszeteken ataramlo folyadek N
tomege megegyezik. . 1
Az A, és A, keresztmetszetli Vi =
helyekre Az id6 alatt: Al T lAS
m, = m, P L
p1V1 = poV, - vo At
P1ANVAL = prANVLAL V1At

P1AVL = poAV, a tbmegaram ugyanaz a csé mentén.

Osszenyomhatatlan folyadékra (p, = p,): AV, = AV, a térfogataram is ugyanaz a cs6 mentén.



Bernoulli egyenlet

Alkalmazzuk a W = AE munkatételt a h; magassagban 1évd A, keresztmetszetli rész és a

h, magassagban 1évd A, keresztmetszetli rész kozott az m + M tomegli 6sszenyombhatatlan
p strlisegli folyadékdarabra, staciondrius aramlas esetén. Kis Az 1d6 alatt:

L1 V,At - a darab ,,elejének” elmozdulasa
. V,At - a darab ,,végének” elmozduldsa
Vi
P1 F,
i A 2 2 hl
m
— P M F» V2 22
‘ AZ hQ
viAt m
Az M tomegli kozbiilso rész valtozatlan. :
r J4 r 4 ur o J4 . V:At
A munkat a szomszédos folyadék ¢€s a gravitacio vegzik:

W =W+ W, = FviAz — Fv,AL+ mg(hy —hy) = pAviAz = pAVAE +mg(hy —hy) =
= PAV = p AV + pAVg(h, —hy) = AV(p, — P, + pgh; — pghy)
A kinetikus energia megvaltozasa: AE, = E,,(m) + E (M) — E,,(m) — E (M)

1 2 1 2 1 2 1 2
’ AEy =§mv2 —Emvl = AV (Epvz _E'Ovl )
Tehat:
1 2 1 2 2 1 2
p1 — P2+ pghy — pgh, = SPV2" —5pT1" 2P + 5PV + pghy = p, + > PV + pgh;




Bernoulli egyenlet - Példa

Milyen sebességgel folyik ki egy vodor aljan furt lyukon a viz, ha a vodorben h magassagig
van viz?

Feltételezve, hogy a vizszint nagyon lassan csokken: v, =0

hi=h viz0 pi=po

A Bernoulli-egyenletet felhasznalva: _

1 2 1 2
p1 +5pvi” + pghy =p; +5pvy° + pgh;

2 2
1
po + 0+ pgh = p +E,01?22 +0
L,
pgh =5 pv,
2gh = v,?

P2=pPo

v, =./2gh + E’f{}

A sebesség megegyezik azzal, amit egy h magassagbol szabadon eso test érne el.



Termodinamika
(Hotan)



Termodinamika

A hotan nagyszamu részecskebol (pl. gazmolekulabol) allé makroszkopikus rendszerekkel
foglalkozik. A nagy szamok miatt érdemes a mélt bevezetni, ami egy Avogadro-szamnyi
(6,022 -1023 db) részecskét jelent (12-es tOmegszami szénatomok szama 12 gramm
szénben).

Ennek megfeleloen az atomi tomegegyseg a 12-es tomegszamu szénatom tomegének
1/12-ed része: 1 ATE = 1,661-10-%" kg

A vegbemeno folyamatok kvazisztatikusak, a rendszert leir6 mennyiségek a folyamat
soran minden pillanatban ki vannak egyenlitddve (egyensulyi allapotokon keresztiili
,,lasst” valtozas).

A rendszert leird6 makroszkopikusan mérhetd mennyiségek az allapothatarozok.

Extenziv allapothatarozok: a rendszer egészére jellemzOk, €s tobb rendszer egyesitésekor
ezek 0sszeadodnak (pl. térfogat, részecskeszam, tomeg, energia).

Intenziv allapothatarozok: pontrol pontra mérhetdk, tobb rendszer egyesitésekor ezek
kiegyenlitodésre torekednek (pl. nyomas, homerséeklet, stirliség, energiasiiriiség).

Fenomenologikus elmélet: leirds csak az allapothatarozokon keresztiil.
Statisztikus elmélet: a nagyszamu részecskére statisztikai torvényszerliségek alkalmazasa.



Belso energia

A rendszer bels6 energiaja a részecskék egymashoz (rendszer tomegkdzéppontjahoz)
képesti rendezetlen mozgasabol szarmazo Kinetikus energia és a részecskék kozotti Van
der Waals kolcsonhatashoz tartozd potencialis energia.

N N
4 /4 N 1
N db részecskére: Ej = Z Ey; + EZ z Epij \ .

i=1 i=1j=1 ’
Brown-mozgas: A kalium-permanganat .

(KMnO,) oldddésa vizben azt mutatja, hogy = '\.
4 A At r o . 1]
a viz részecskél nagysebességgel litkoznek a ./ ’

festek rogocskekkel. A részecskéknek tehat
sebesseglik, €s igy mozgasi energiajuk van. /. Q

Mivel szamuk igen nagy, ez az energia jelentOs.

Bizonyos esetekben a részecskek kozotti kolcsonhatdsok (rugalmas litkozéseket
leszamitva) elhanyagolhatok (idealis gazok), ekkor a masodik tag nulla.

Magasabb homersekleten a mozgas intenzivebb, igy a belso energia nagyobb.

Rendezett mozgas mechanikai energiaja disszipacio soran (pl. surlodas, kozegellenallas)
belsd energiava alakulhat, novelve a test homérsékletét



Idealis gaz térfogatat tanulmanyozva allando nyomason, vagy nyomasat tanulmanyozva
allando térfogaton, mindkét esetben a hdmérsekletnek linearis fliggvénye az eredmény.

A gaz térfogata illetve nyomasa linearisan nulldhoz tart csokkend homerséklet esetén.

»
J’

'y

Abszolut homérsékleti skala

e

-

e

V = allando

- U

273,15°C=0K

Abszolut nulla: ahol a lineéris extrapolacio egyenese metszi a hOmérseklet tengelyt.

T=-273,15°C=0K

T (UC)

p = allando

7
L~

’,/']-

273,15°C=0K 0

(Kelvin) - A homérséklet SI mértékegysége.

Az olvado jég homérseklete (0 °C): 273 K (kerekitve)
A forrasban 1€év0 viz homérséklete (100 °C): 373 K (kerekitve)
A kiilonbség tehat kelvinben is ugyanannyi, mint Celsius fokokban!

T ((:C)



