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I. KINEMATIKA

1. BEVEZETES, ALAPFOGALMAK

A kinematika a mozgas matematikai leirasa, az ok feltardsa nélkiil. Tekintsiink a tovabbiakban
tdmegpontokat. A tdmegpont olyan test, melynek jellemz& méretei kicsik a palya méreteihez képest. Egy
tdbmegpont vagy barmely test helyzetét és helyzetvaltozasat is csak mas (esetleg képzeletbeli) testekhez
viszonyitva jellemezhetjik, vagyis minden mozgas viszonylagos, relativ. A mozgas leirasahoz valasztani kell
egy vonatkoztatasi rendszert: matematikailag ez egy koordinata-rendszert jelent. A tdmegpont helyzetét egy
adott t idépillanatban egy helyvektorral jellemezzik, ami a vonatkoztatasi rendszer origéjabdl a témegponthoz

hazott vektor: ;(t) .
Az elmozdulas atq és at, id6pillanat kozott: ﬁ?lz _ ;(t ) - F{t y €2 is vektormennyiség.
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Sebesség: ; = E azt jellemzi, milyen gyorsan valtozik a helyvektor (az irany és a nagysag is fontos!),
dt

pontosabban a helyvektor valtozasi gyorsasaga, vagyis id6 szerinti derivaltja

- 4
d_v = E a sebességvektor valtozasi gyorsasaga, azaz id6 szerinti derivaltja.

dt dt?

Gyorsulas: ;z

Ezekbdl az Osszefliggésekbdl leolvashatd, hogy a sebesség-id6é fliggvény a gyorsulas-idé fliggvénybdl
integrélassal kaphat6 meg. Barmely t idépillanatban a sebesség:

-+ t - -+
Wit = ra{t}dt+ Wity )
ta

a hely-id6 figgvény pedig ebbdl tovabbi integralassal adodik. Barmely t; idépillanatban a helyvektor:

t Lt f
r(e) = [wieds+r(ty) = [ ([ atedeYde+ [ wo(t)e +r(t)
to

ts tﬂ to

A megtett (it - amely a mozgas soran leirt palyavonal hosszat jelenti (tehat skalar, és nem vektormennyiség) -
kiszamitasandl is a sebesség fontos, az viszont mindegy, milyen irdnyban haladt a test. Tegyik fel, hogy a
vonat 80km/h-val halad, ekkor mindegy, hogy észak felé megy egy orat, vagy kelet felé, a megtett Gt agyis
80km lesz, tehat csak a sebességvektor nagysaga szamit, vagyis csak az abszolut-értékét kell
integralni. Tehat az Ut kiszamitdsanak modja:

t
814 = f|v{t} | <t -
ta

SzAmOLASI FELADAT
r-’ A

FeLADAT

Két ember megy egymassal szemben 96 m tavolsagbdl. Az egyik sebessége 1,2 m/s, a masiké 2
m/s. Egy légy répkoéd az egyik ember orrarél a masikéra 5 m/s sebességgel. Mennyi utat tesz meg a
légy, mig a két ember talalkozik?




Megoldés: Kilehet szamolni, hogy mennyi utat tesz meg a légy, amig el6sz6r, masodszor, stb. fordul
a két ember kozott, aztan meg lehet probalni 6sszegezni a kapott végtelen sort. Sokkal egyszeriibb
azonban, ha észrevesszilk, hogy a légy pontosan annyi ideig repul, amennyi ahhoz kell, hogy az

emberek taladlkozzanak. Erre az ismeretlen t,,, idétartamra az alabbi egyenletet lehet felirni:
m m

A baloldalon a t,,-t kiemelve lathato, hogy csak a két sebesség Osszege szamit. A két ember

taldlkozaséig t,; = 30z telik el, ez alatt a légy

8 = Vg by =150m

utat tesz meg.

René Descartes (1596-
1650) francia filozofus,
természetkutatd és
matematikus volt. [i]

2. KOORDINATA RENDSZEREK ES EGYSZERU MOZGASOK
Derékszogli Descartes koordinata rendszer

Koordinaték: x, y, z; Ezek az adott pontot jellemzik. Ha a pont mozog, éltalaban fliggnek az id6tél.

Egységvektorok: '1“ ] E merdlegesek egymasra, egységnyi hosszuak, jobbsodrasu rendszert alkotnak.

Ezek a koordinata-rendszert jellemzik, nem fliggnek az id6t6l. A pont helye a t idépillanatban:
FO=XOTHYO 7+ 0,

tehat pl. az x koordinata adja az : irAnyban az orig6tél mért tavolsagot. A Pitagorasz-tétellel kapjuk, hogy

r =1||'x3+3r3 + 72 ésply = [Jrﬂ_yz — ..

A sebesség: ¢ (=% | *+ ¥ 3 +7 i, ebbél a sebesség nagysaga: 5 = , 32 +3}3 +3% . A valtozo folé tett

pont id6 szerinti derivalast jeldl, tehat i, v, 7 a sebességvektor koordinatai.

A gyorsulas: 5 ()= | + ¥ ] +Z | , ebbdl a gyorsulas nagysaga: 5 = i + _;)53 +52

PeLba

PeLpba 1. — EGYENES VONALU EGYENLETES MOZGAS

A sebességvektor allando, a palya egyenes, ezért egy dimenzidban targyaljuk.

A gyorsulas nulla, mivel konstans derivaltja nulla. A megtett Ut kiszamitasa:



|
r(ty) = [v(t)dt+r(t) = Ar=vAt,
§

(felhasznéltuk, hogy a sebesség nem fligg az id6tél, ezért kiemelhetd az integraljel elé). Lathato, hogy
visszakaptuk a kisiskolas képletet: = — 2 f + , most mar tudjuk, hogy ez csak &llandé sebesség esetén

igaz. Az ut ekkor az id6vel linearisan né: ; = vt , vagyis az utat abrdzolva egy olyan egyenest
kapunk, amelynek meredeksége, valtozasi gyorsasaga konstans v, azaz v =tgii= sft. Ha a

sebességet abrazoljuk az id6 fliggvényében, a gérbe (ami most egyenes) alatti teriilet lesz a megtett
ut.
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PELbA
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PeLpbAa 2. — EGYENLETESEN VALTOZO MOZGAS EGY DIMENZIOBAN

Akkor beszélink egyenletesen valtoz6 mozgasrél, ha a gyorsulasvektor konstans. Ez esetben akkor
alakul ki egy dimenziés mozgas, ha a kezd&sebesség-vektor és a gyorsulasvektor egy egyenesbe
esik vagy a kezd@sebesség nulla. Példa a szabadesés. Tegyilk fel pl., hogy a gyorsulasnak és a
kezdb6sebességnek is csak z komponense van. A sebesség egy tetszbéleges idépontban a
kovetkez6képpen szamithato:

b
v(ty) = j altidt+vit) =a (t,—t)+v(t,) = Av = aht.

h

Tehataz 3 = E kozeépiskolas képlet csak akkor érvényes, ha a gyorsulas allando.

Az elmozdulas kiszamitasa:

t
z(ty) —z(ty) = [ (at +vp) b
t

Ha az origdbdl indultunk, akkor barmely t id6pontban:

1 .2
Z=—at"+vt
2

Vagyis a sebesség linearisan valtozik, az egyenes meredeksége a. Ha felrajzolndnk a z koordinata
valtozasat, az egy parabola lenne.
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Megjegyezzikk, hogy a palyasebesség-idégrafikon alapjan tényleges integralas nélkil is
kiszamolhatjuk a megtett utat, hiszen csak egy derékszdgl trapéz terlletét kell kiszdmolni. A

vilagoszold téglalap tertilete vt a sotétebb zo6ld haromszogé pedig
t t Avtt tf o ) N
':“1 - n:' —_=fAw—_—="___ = 53—, akett6 Osszege tényleg a fentebb megadott fliggvény.
2 2t 2 2
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PeLba
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PeLpba 3. — FERDE HAJITAS

A gyorsulas itt is allando (g s I[:IE2 a nehézségi gyorsulas). A kezdbsebesség most nem esik egy
g

egyenesbe a gyorsulassal. Tegyik fel, hogy a pont az origébdl indul, a koordinata rendszer x tengelye
mutasson a kezd8sebesség vizszintes komponense iranyaba, a z tengely felfelé mutat. El6szor fel
kell bontani a kezdésebesség-vektort vizszintes és fliggéleges komponenseire. Az x komponense

Vo = Vg COSCEL, aflggbleges

z komponens ¥, = ¥, §if1 C.

y irdnyban nincs elmozdulas, tehat a ] egységvektor mindig nullaval szorzadik.
A gyorsulas: ; = —gl_E , mivel csak z irdnyban és lefelé gyorsul a test, végig a mozgas soran.
A sebesség-ido fliggveny: ('t} = Vel + 054 (—gt +v,, 0k
A helyvektor koordinatai: 't} = vm{ti +0i+i—g/ ot +vuztj1.:_
A test akkor ér foldet, ha az ;(t) fliggvény z komponense nulla, azaz ott a 1}_’ egységvektor
egyutthatéja nulla:
—g i 2t g t=10

Ennek két megoldasa van de a trividlis t=0 megoldas csak azt mutatja, hogy az origébdl dobtuk el a
testet. A masik megoldas adja a mozgas teljes id6tartamat:




t=2v,sncfg

Ha ezt beirjuk az ;(tj fliggvénybe, az elsé tagban az 'i’egyijtthatéja adja a hajitas tavolsagat:

2 .
2Wp 51 CLCOS O
Epae =
g

Az animacio segitségével tanulmanyozhatja a most tanultakat:

[ ANIMACIO

Kétdimenziés mozgasok leirdsara alkalmas koordinata rendszer. A koordinaték: r és I (r az orig6tol mért
tavolsag, ' a tengelytél mért szog).




P
O S

Példa polar koordinata rendszerre [iil
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A sikpolar koordinata rendszer kulénésen kdrmozgas leirasanal elényds, ha az origdt a kdr kbzepén vesszik
fel, mivel ekkor csak egy koordinata valtozik.

Hatarozzuk meg a Descartes-koordinatadkkal val6 kapcsolatot. Ha adva van x és y, akkor a sikpolar
koordinatakat a kovetkezéképp szamitjuk ki:

I'=.||||X2+F2 és tgtp=y/x

Forditva, har és ' van megadva, a Descartes-koordinatakat az
X=rcosi y=ran

formuléakkal kapjuk.

dip

A szogsebesség definicidja: gp = —= , a szdg valtozasi gyorsasaga (a szoget radianban mérve).
dt

Szbéggyorsulas: B= E azaz milyen gyorsan valtozik a szdégsebesség.
dt

PELba
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PeLpa 4. — EGYENLETES KORMOZGAS

A szogsebesség llandd, azaz [3= (1. Ekkor a ' szdg linedrisan valtozik: {p= @t . Legyen T az egy
kor megtételéhez sziikséges id6, tehat T id6 alatt a & szég 7 qr-vel valtozik. Ekkor

keruleti sebességnek is nevezik.

A centripetélis gyorsulas By = vz fr= r.;;.;;.2 = gn, a sebesség iranyanak megvaltozasat

jellemzi (ha a pont nem egyenes vonalon mozog, gyorsulasa semmiképp nem azonosan nullal). A
gyorsulas centripetalis komponense merdleges a sebességre, ezért normalis gyorsulasnak is hivjak.




\

Az animaci6 segitségével tanulmanyozhatja a most tanultakat:

|4 ANIMACIO

PeLpba
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PELDA 5. — EGYENLETESEN VALTOZO KORMOZGAS
A szoggyorsulas [3=allandé (és persze a kor sugara is allando).
A szégsebesség linearisan valtozik: @{t) = [t + @, , a sebesség hasonléan: w(t) = [tr + @yt .

A tangencialis (palyamenti) gyorsulas:

dw
atzaz

rf

a sebesség nagysaganak megvaltozasat jellemzi, a sebesség iranyaba mutat, azaz érintéiranyu. (Ha
a sebesség csokken, akkor a sebességgel ellentétes iranyba mutat.) A gyorsulas nagysagat, mivel a
két komponens meréleges, "pitagorasszal" kapjuk:

2 2
a=.lag +a
A megtett utat hasonléan szamoljuk ki, mint az el6z6 példaban: ; = — at” +wgt- Ez tehat nem fligg
2

a centripetalis gyorsulastdl.

Az animacio segitségével tanulmanyozhatja a most tanultakat:





|1 ANIMACIO

SzAMOLASI FELADAT

FELADAT
Egy tomegpont egyenletesen lassulé kdérmozgast végez a, =—2,5E2 tangencialis gyorsulassal,
5

15m/s kezdeti sebességgel. Centripetalis gyorsulasa két masodperc leteltével & t=2)= 20_2 .

Mekkora szdgsebességgel indult és mennyi utat tesz meg megallasig a tomegpont?

Megoldas: A 2. masodperc végén a sebesség

v=vytat=15—=-2572:=10—

A centripetalis gyorsulasra tanult acp=v2/r képletbe behelyettesitve:

2
(o]
g _ N 5/

g L.





Ebbél kapjuk, hogy a kérpalya sugara E = 5t - A kezdeti szégsebesség:

5=
W} :E: El :3—
) Sm g

A kovetkezb 1épés, hogy kiszamoljuk, hogy mennyi ideig tart, amig megall. Ekkor a sebesség nulla,
ezt kell behelyettesiteni a ¥ = w; + a,t 0sszefuggesbe:
m

0=152-252
b Z

-t

Ebbél kapjuk, hogy 6s kell ahhoz, hogy megalljon a tdmegpont. Most mar kénnyen kiszamolhatjuk a
megtett utat:

5= lattj+vut __1 2,52 365" +152 . 65 = 45m
2 2 g 5

A henger-koordinata rendszerrel harom dimenziéban lehet megadni a pontok helyzetét. Ugy kapjuk, hogy a
sikpolar koordinata rendszert kiegészitjuk egy harmadik dimenzidval, a Descartes koordinatarendszer
harmadik tengelyével. Gyakori, hogy a sikpolar rendszerbelir helyett r-t hasznalnak. Tehat a harom
koordinata: r, 1 és z. Kilonosen csavarszer(i mozgasok leirasanal elényds. Ugyanis ha a témegpont egy
hengerpalaston mozog, akkor a r koordinata alland6. Ha emellett ' és z egyenletesen valtoznak, akkor egy
csavarszer( spiralis palyan mozog a test.

et
.‘«.-._,__\___ imaeer

@)

Példa henger koordinata rendszerre [iii]

3. ELLENOGRZO KERDESEK



£ KINEMATIKA

Tobbszor megoldhato feladat, elvégzése kotelezé.

A feladat végs6é eredményének a mindenkori legutolsé megoldas
szamit.

Vélassza ki a helyes megoldast!

1. Két, kezdetben egyforma vy sebességii auté alléra fékezése pontosan
ugyanannyi ideig tartott. Az els6 autd el6szor erdsen fékezett, aztan

kevésbé, mig a masodik auté elészor fékezett kevésbé, majd késébb
erésebben. Melyiknek a fékutja volt rovidebb?

QO Ennyi adatbol nem déntheté el. (O A masodik auto fékutja rovidebb.
Q Az elsb auté fékutja révidebb. QO A ket fékut egyenlé.
Az A és a B testeket vizszintes talajrol ugyanakkora kezdésebességgel

hajitjuk el. Az A test kezdbdsebessége kisebb széget zar be a
vizszintessel, mint a B kezd6sebessége. Melyik allitas helyes?

QO A B test mozgésa hosszabb ideig tart és messzebbre jut el, mint az A test.
O A B test magasabbra emelkedik, és messzebbre jut.

QO A B test magasabbra emelkedik, de az A test messzebbre jut.

QO A valaszhoz ismerniink kellene a két szbget.

O A B test mozgasa hosszabb ideig tart.

3. Egy auté allé helyzetbél indul és 5 masodperc alatt gyorsul fel 100km/h -

ra, mikézben egyenes vonalon mozog. Mennyi a gyorsulas normélis és
tangencidalis komponense?

O 0 és 20 m/s? O 06és 5,55 m/s?
O 20 m/s? és 0 O 72 mis? és0
O 10 és 10 m/s? O 5,55 m/s? és 0

4. Egy test sebessége egy adott iddpillanatban x iranyba mutat és nagysaga

6m/s. A test gyorsulasa végig z irAnyba mutat és konstans 2m/s?2. Hany
m/s lesz 4s mulva a test sebessége?

Q ennyi  adatbol nem lehetQ 14

megmondani
O 32,56 Os
02 O 10

5. Egy testet vizszintes talajrol ferdén elhajitunk. A test t>0 id6 mulva, az
inditastol s>0 tavolsagra visszaesik a talajra. Melyik éllitas igaz a péalya



tetépontjara?

O A palya tetépontjgan a test sebességvektora merbleges a test
gyorsulasvektorara.

QO A test sebessége nem nulla, gyorsulasa nulla.

O A test sebességének nagysaga kisebb, gyorsulasa nagyobb, mint a palya
tobbi pontjan.

O A sebesség és a gyorsulas is nulla.

QO A test sebessege nulla, gyorsulasa nem nulla.

1 Frans Hals alkotasa, Louvre, Parizs (public domain)

[i] keszitette Masur (public domain)

[iil] keszitette Jorge Stolfi (public domain)
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