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[1. TOMEGPONT DINAMIKAJA

1. NEWTON TORVENYEI

Newton térvényei a klasszikus mechanika legfontosabb, legalapvetébb axiomai, 1687-bdl.

I. Minden test megtartja nyugalmi allapotat, vagy egyenes vonall egyenletes mozgasat mindaddig, amig mas
testek ennek megvaltoztatdsara nem kényszeritik. Pontosabb ennél a kivalasztasi axioma: Van olyan
vonatkoztatasi rendszer, amelyben a magara hagyott testek megtartjdk eredeti mozgéasallapotukat (azaz a
sebességvektor allandod). Ezeket a vonatkoztatasi rendszereket inerciarendszernek nevezzik.

Il. Ha egy éllando tomegi testre egyetlen er6 hat, akkor az egyenl6 a test tomegének és gyorsulasanak

tomegével.
Sir Isaac Newton IIl. Akci6-reakci6 vagy hatas-ellenhatas torvénye: Ha az A test a B testre FAB er6t fejt ki, akkor B test is erét
(1643-17_27) angol f[ziku;,
matematikus, csillagasz €s fejt ki az A testre. Ezen F,_er6 azonos nagysagu, de ellentétes iranyu az eredeti F,_ erével:
filozofus. [i] AR AR
Fap=—Fz

IV. Szuperpozicio elve: Ha az anyagi pont egyidejileg tobb hatasnak is ki van téve, azaz tébb er6 hat ra,
akkor egyulttes hatasuk egyetlen un. eredd erbvel helyettesitheté. Az eredé er6 az egyes erdk vektori
B — » —_
Osszege: ﬁl'g — E L'; . Ebbdl az kdvetkezik, hogy a test gyorsulasat megkaphatjuk ugy, ha az egyes er6k
i=1

—-+

okozta a; = E;m gyorsulasokat 0sszeadjuk. Mas szavakkal, a testre hatd erék kilon-kilon, egymastol

fiiggetleniil okoznak gyorsulasokat és a tényleges gyorsulas ezek vektori 6sszege.

A Newton-axiomak semmit sem mondanak arrél, hogy mitél fligg az, hogy két konkrét test k6zott mekkora és
milyen iranyu er6é hat. Azokat a fliggvényeket, amelyek matematikai formaban megadjak az adott testre hato
eréket, er6torvényeknek nevezzik. A kilénbdzé tipusu er6khdéz mas-mas erétérvény tartozik. Az alabbiakban
felsoroljuk a legalapvetdbb eré-fajtakat és a hozzajuk tartozé erétorvényeket:

a. Newton-féle gravitaciés eré: [ — M . ("?r =f A7 ID—IINmE .I"kgj univerzalis  allando).
r

Megjegyezzik, hogy ugyan ezt az er6torvényt itt tdbmegpontokra irtuk fel, nem csak pontszerl testekre
érvényes. Barmilyen gombszimmetrikus tomegeloszlasi test olyan gravitaciés er6t fejt ki mas
gdmbszimmetrikus testekre, mintha az egész témege a gémb kdzéppontjaba 6sszpontosulna.

b. Specidlisan ha a Newton-féle gravitaciés erétérvényben m, a Fold tdmege, r a Fold sugara, kapjuk a jol
ismert képletet: (F — #ag a sulyerd vagy nehézségi erd.
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c. Elektromos ponttoltések kozott haté Coulomb-eré: I — jr

d. Magneses Lorentz-eré: & — g v xg) , ahol B a magneses indukcio.

e. Rugéeré: B = —Tix , ahol D a rugééllandd, x az egyensulyi helyzettdl valo kitérés. Altalanosabban fejezi
X

ki ezt a Hooke-t6rvény, mely kimondja, hogy egy rugalmas test alakvaltozasa aranyos azzal az erével, mely
az alakvaltozast okozza. Ez természetesen egy kozelités, féleg kicsi deformacidkra pontos.

f. Surlodasi erd: Fs = U‘Fw (lehet cslszasi vagy tapadasi)

g. Kozegellendllas vagy légellenallas: T, = —rw vagy —I:'Jz

h. Kényszererdk, pl. kotélerd (K), tartéerd (T). Ezek mindig éppen akkorak, hogy a kényszerfeltétel teljesuljon.
Pl. ha két test egy 3m hosszu kotéllel 6ssze van kotve, akkor az a kényszerfeltétel, hogy a tavolsaguk nem
lehet nagyobb, mint 3m és a kotéleré pont akkora, amekkora elegend6 ennek a biztositasahoz.



i. Tehetetlenségi eré6k: Ezek csak akkor Iépnek fel, ha a vonatkoztatasi rendszeriink nem inerciarendszer.
Késébb targyaljuk 6ket.

Newton 1., Il., és IV. axidmajabdl kapjuk a feladatoknal gyakran hasznalt 6sszefliggést, amelyet a dinamika
alapegyenletének is szoktak nevezni. Inerciarendszerben

S F s

Ezt koordinatanként kifejtve, a megfelelé erétérvényeket beirva kapjuk a konkrét tdmegpontra vonatkozo
mozgasegyenleteket, amely egy olyan egyenletrendszer, amely altaldnosan harom csatolt masodrendi
differencialegyenletbdl all. Deréksz6gli Descartes koordinata rendszerben:

mI=F(xy,2,%,7 2,1
mj; = F}I(xryrzr :’:’,}},Z:,f)
mzZ =F (x,y,2,%x,21)

Megjegyzendd, hogy a mozgasegyenlet jobboldalan nincsenek masodik derivaltak, azaz az er§ nem fiigghet a
gyorsulastél, mert ez ellentmondana a szuperpozicié elvének. A mozgasegyenlet(ek) megoldasahoz altalanosan

6 allanddt kell megadni, ezek gyakran a kezdeti ;[t =(es ;(t = (J) vektorok komponensei. Az egyenletek

megoldasaval kapjuk az ;(t} fuggvényt, amit mozgastdrvenynek is neveznek. Tehat a mozgastorvénybdl

kdzvetlenul kiolvashatd, hogy hogyan mozog a test, azaz melyik idépillanatban hol tartézkodik.

PELDA
r 5

PELDA

Tegylk fel, hogy (allé helyzetb6l, h magassagbdl) leejtiink egy testet, amelyre esés kozben oldalrél a szél
vizszintes iranyu, az id6vel exponencialisan névekvd er6t fejt ki. Ekkor, ha olyan koordinata-rendszert veszunk
fel, amely z tengelye felfelé, x tengelye pedig szélirAnyba mutat, a test mozgasegyenletei:

mi = Fe®
py =1
ME =—mg

Mivel most a komponensek teljesen fliggetlenek (persze csak amig be nem csapddik a test a talajba), egyszeri
integralassal meghatarozhat6 a mozgéastorvény:

X(i:]I:F—':‘lJHfl
i
yit)=0
g .z
thi=h-—=t
z(t) >
L% o

A Newton torvények inerciarendszerben érvényesek. A fizika tanitdsa soran ezért altalaban ragaszkodunk az
inerciarendszerbeli leirdshoz, a szakmai targyakban azonban szilkség lehet egyes mozgasok gyorsuld
koordinatarendszerekben térténd leirasara is. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy ilyen esetekben is hasznalhato
a dinamika alaptdrvénye, de szikség van bizonyos fiktiv erék, a tehetetlenségi erék bevezetésére.

Hangsulyozand6, hogy ezek nem valésagos, azaz kolcsonhatasokhoz rendelt erék, hanem a gyorsulo



rendszerekben torténd leirast egyszer(sitd "segédeszkdzok".

Tekintstink példaul egy EJ gyorsulassal rendelkezd vonatkoztatasi rendszert. Az m tdmegl pont gyorsuljon a

rendszerrel egyitt, tehat neki is 5‘; a gyorsulasa. Az inerciarendszerbeli mozgasegyenlet: E Fa = it

A gyorsuld rendszerben elhelyezkedd medfigyel6 a tomegpontot nyugvénak latja, ezért a ra hato erék eredéjét

zérusnak gondolja. Ezt csak egy —mty tehetetlenségi er6 felléptével tudja magyarazni, hiszen:

Z F—ma, =10
Példaként vegyink egy gépkocsiban utaz6é embert, aki 6nkéntelenil is a gépkocsihoz képest tekinti a mozgasat.

Fékezéskor (hatrafelé mutatd gyorsulas) egy elére lendité erét érez (_ma?;), amit a testének a

kitamasztasaval (ZF ) igyekszik kompenzalni, és ezaltal egyensulyt (=0) elérni (természetesen a gépkocsihoz

képest). Az ut mellett allé (tehat kozelitéleg inerciarendszerbeli) megfigyelé persze pontosan latja, hogy az utas
azért nyomja hatrafelé magat, hogy a teste is az autd lassulasaval megegyezdéen lassuljon.

A tehetetlenségi erék kozul a legismertebb a forgd rendszerekben fellépd centrifugalis erd és Coriolis-er6.

PELbA
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PeLba 1. — A LEJTOGRE TETT TEST MOZGASANAK VIZSGALATA

A feladat a gyorsulas meghatarozasa, ugyanis ebbdl kaphatjuk meg pl. azt, hogy mennyi ideig tart,

amig a lejt6 aljaig ér a test. A dinamika alapegyenletét hasznaljuk:

Zﬁ:ma

Az alabbi abran be vannak rajzolva a testre hato erdk.

Mivel a gyorsulas lejt6iranyu, célszerl olyan koordinata-rendszert hasznalni, hogy az egyik tengely
(mondjuk az x) parhuzamos legyen a lejtével, a masik merdéleges ra. Az erdket fel kell bontani x és 'y
komponenseikre. Ez most egyediil a stlyerénél jelenthet problémat. Eszre kell venni, hogy ha a lejté
sikja a szOget zar be a vizszintessel, akkor a sulyerd is a széget zar be a fliggélegessel (Meréleges
szarl szogek: a fluggéleges sulyer6 merbleges a vizszintesre, a mer6leges komponens meg nyilvan

meréleges a lejtére). A mer6leges komponens a sz6ggel szemkaozti befogo, ezért (mgj}, =mgcosy.

Hasonldan a lejtével parhuzamos komponens trng sif . Tehat a

Zﬁ=mc’f

vektor-egyenlet x komponense:




Mg RN & — & = i, = Mg

Az y-komponens:

T—mgoosg=10

A T tartéerd egy kényszererd, pontosan akkora, hogy ne legyen lejtére merdleges gyorsulas. Ha tul kicsi
lenne, besilippedne, beszakadna a lejtd, ha tul nagy, akkor pedig magatdl felrepiilne a test, ami
értelmetlen. A lejté felillete és a test kdzott hatdé nyomderd a T, de ez egyenlé g cos C-val, ebbdl

szamolhatjuk ki a surlédasi er6t

o= W = pmgcos &

Ezt visszahelyettesitve az x komponensre vonatkozé egyenletbe:

Mg RN ¥ — LT - COS O = M

a tomeggel egyszerUsitve kapjuk a keresett gyorsulast:

= g{sin&—,uccls .::.'-:]

Megjegyzés:

Tegylk fel, hogy a zarojelben negativ szam all. Ez el6fordulhat nem til meredek lejtére és nem tul
csuszos feluletekre. Két eset van.

1. Ha a testnek volt kezdésebessége, akkor a gyorsulas valéban negativ, a test lassul.

2. Ha viszont a test kezdetben allt, akkor a test nem indul el. Nagy hiba lenne azt gondolni, hogy felfelé
indul el! Azért nem indulhat el felfelé, mert akkor a surlédasi er6 lefelé mutatna és felfelé semmilyen
er nem gyorsitana, ami ellentmondés. Ekkor a csuszési surlédasi erd helyett a tapadasi surlédasi

er6 hat, amelynek a LLPH:F csak a maximalis értéke. A tapadasi surlédasi erdé pontosan akkora lesz,

hogy megakadalyozza a test elindulasat, vagyis egyenié lesz gz a1l ¢x-val.

Az is nyilvanvald, hogy ha a testet a lejtén felfelé (-x iranyu) kezdésebességgel inditjuk a lejtére, akkor a
surlédasi er6 a lejtén lefelé hat, tehat az x komponensre vonatkoz6 egyenlet:

MG RN ¥ + LM - COS & = M

Ekkor a test mindenképp lassulni fog.
Az animéci6 segitségével tanulmanyozhatja a most tanultakat:

5 ANIMACIO





GYAKORLATI ALKALMAZAS

NEHEZSEGI EROTER, GRAVITACIOS MODSZEREK

A gravitaciés geofizikai moédszerekkel a Fold nehézségi eréterének eloszlasat vizsgaljuk. Nehézségi er6tér alatt a
Fold tdmegébdl szarmazd Newton-féle gravitacios er6 és a Fold forgasabol adédo centrifugalis eré 6sszegét
értjuk. Ez tartalmazza még a Foldon kivlli testek erétereit is (Hold, Nap, bolygok, csillagok), de ezek hatasait a
geofizikaban le kell valasztani, mert egyébként egy idében valtozé erétérrel lenne dolguk. Masrészt tartalmazza
azokat a rendellenességeket is, amit az egyes foldtani szerkezeteknek kornyezetiiktdl eltéré siirlisége hozott
|étre. Az utébbit nevezzilk anomdlis térnek, melyek a nyersanyagkutatds és mérnoki gyakorlatok szamara
informacidval rendelkeznek.

Edtvos Lorand (1848-1919) magyar fizikus

Ezek a Fold tdmegének hatasa mellett igen csekély mértéki eréterek, gyakran annak 1077 szerese. Kimutatasara
rendkivlli érzékenységgel rendelkezé miszerek alkalmasak. llyen miszert els6ként E6tvOs Lorand (1848-1919)
szerkesztett, mely még ma is a legérzékenyebb méréeszkdzok kozé tartozik. A széban forgd Edtvos-ingaval a
nehézségi erétér potencialjanak masodrendii derivaltjaibdl szamithaté gorbileti mennyiség és a nehézségi erd
horizontalis gradiense hatarozhaté meg. Ezzel a miszerrel végzett els6 mérések jelentik a gravitacios mérések
féldtani alkalmazasanak kezdetét és a szerkezetkutatd geofizika megindulasat.




"EOtvds-inga" vagy masnéven torzids inga (torsion balance)

L.

2. IMPULZUS ES ENERGIA

A kovetkezdkben bevezetiink néhany olyan fizikai mennyiséget, amelyek alapvet6 fontossaguiak a mechanikai
feladatok megoldéaséban.

Az impulzus (lendulet) definicidja: f: m;' Kérdés, mi szabja meg azt, hogy valtozik-e az impulzus, ill. milyen

gyorsan valtozik. A valaszt a kovetkezd tétel adja meg:

Impulzustétel tomegpontra:

2i_3F

e

azaz tOmegpont impulzusanak idd szerinti derivaltia egyenlé a ra hatoé 6sszes erd ereddjével. Specialisan, a
magara hagyott tdmegpont impulzusa allando.

Bizonyitas:

if =£{mv} =mﬁ=ma=ZF

i ot ot

Newton II. axiomaja mellett felhasznaltuk, hogy a témeg alland6. Megjegyezzilkk, hogy az impulzustételt is
szoktak Newton Il. axiémajanak is nevezni, mivel ugyanazt fejezi ki (bel6le a fenti alak levezethetd), sét,
annyival altalanosabb, hogy valtoz6 tdmeg esetén is érvényes. Az érdekessége az, hogy adott ered erd esetén
a tdmegtdl figgetlen az impulzus-valtozas.

SzAmOLASI FELADAT

7

FeLaDAT

Egy fél kilés kalapaccsal szoget veriink be egy fardnkbe. Mekkora az atlagos eréhatas, ha a 25 m/s
sebességre felgyorsitott kalapacs 0,02 masodperc alatt fékezédik le?

Megoldas: Az impulzustételt érdemes hasznalni:




F:E_m&v

AT Y

Behelyettesitve
5 0.5k 25mis
0,02z

=625M0

A munka altalanos definiciéja:

az erd elmozdulas szerinti integralja. Ha az er6 allando, akkor kiemelhet6 az integraljel elé, ekkor

W =FAr=Fhrcoscx
ahol a a kdzbezart sz6g. ¢y = [ -ra kapjuk a legegyszerlibb i = Fz alakot.

Tekintslink most egy tdmegpontot és az egyszeriiség kedvéért tegyilk fel, kezdetben nyugalomban van és hogy
csak egy allandé F erd hat ra. Ekkor a pont gyorsuldsa a=éallandd, sebessége t id6 mulva + = at, ezalatt

5 = at? / 7 utat tesz meg. Ezeket felhasznalva:

1

W=Fs :maéatz :Em(sﬂ:):4 :lmvg

Ez utobbi mennyiség a fizikaban fontos szerepet jatszik, ez a témegpont kinetikus (vagy mozgasi) energiaja:

1 . o : L
E],c = _mvj . Vagyis a végzett munka a test kinetikus (mozgasi) energiajanak névelésére forditddott. Ha pl. az
2

er6 ellentétes iranyu a pillanatnyi sebességgel, akkor a munka negativ, ennek megfeleléen a témegpont lassul,
mozgasi energidja csokken.

A munkatétel kimondja, hogy a testen végzett munka a test mozgasi energigjanak megvaltozasaval egyenlé.
Képlettel:

W=hE,

Tehat a test mozgasi energidja (végs6é soron a sebessége) megvaltozasanak az az oka, hogy az eredé erd
munkat végez a testen.

A (pillanatnyi) teljesitmény altalanos definicioja:

p- St
dt

az "egységnyi id6 alatt kdzolt energia". Altaldban ez sokféle energia lehet, a hétanban pl. héenergia. A

mechanikdban az atlagteljesitmény: F = E , ez tetszblegesen hosszu # t+ id6tartamra értelmezhetd.
Mt

A mechanikai teljesitménytétel kimondja, hogy a tomegpontra hatdé erék teljesitménye megegyezik a




témegpont kinetikus energiajanak valtozasi gyorsasagaval:

p- 95

dt

Ezt ugy kaphatjuk a munkatételbdl, hogymindkét oldalt elosztjuk az eltelt idével, majd ezzel az idével nullahoz
tartunk (azaz hatérértéket veszink).

Ezt felhasznélva, egy dimenzidban

= ﬂ: —(lmvgjl :lm(ﬁ}v +vv)=mvv =mav=Fv
dt dt 2 2

Altalanosan, a pillanatnyi (mechanikai) teljesitmény az erd és a sebesség skalaris szorzataként is megkaphato:

P=Fv

Egy id6tél (explicite) nem fliggd erét konzervativnak neveziink, ha az altala a pontszeri testen A és B pont
kozott végzett munka flggetlen az Gttdl, vagyis attol, hogyan jutottunk A-bél a B-be. Ez ekvivalens azzal, hogy
az erd barmely zart gorbére vett integralja nulla. Jeldljink ki egy kitlintetett A kezdépontot, ahol a potencialis
energiat nullanak vessziik. Ekkor barmely masik (pl. B) pont jellemezheté azzal, hogy mekkora munkat végez
az er6, ha a B-bél az A-ba megy a test. Ezt a munkat Ggy hivjuk, hogy a test potencialis energiaja (vagy
helyzeti energiaja) a B pontban.

o
E,(B) =Wy, = der ha B, (A)=0
E

PELDA
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PeELpa 1.
Legyen a padlé szintje a potencidlis energia kezdépontja, és tegyiik fel, hogy leejtiink egy G=20N sulyu
testet 80m magasrol. Ekkor a nehézségi er6 W=1600J munkat végez, mas szavakkal a test helyzeti
energidja E,=mgh=1600J volt.
Ep=mgh
@
h=80m
LN A

Fontos megjegyezni, hogy a potencialis energiaja mindig egy konkrét er6héz, az adott test egy masik testtel
vagy mezbvel térténd kolcsdnhatashoz tartozik, ellentétben a mozgasi energidval, amely csak az adott testhez
tartozik. Régzitett vonatkoztatasi rendszerben adott id6pillanatban egy testnek csak egy mozgési energidja van,
potencidlis energiaja viszont egyszerre tobb is lehet, pl. gravitacios és elektrosztatikus.

A fenti képletbdl lathatd, hogy a nagyobb eré nagyobb potencialis energia kilonbséget jelent. Ezt az allitast meg



is fordithatjuk: minél gyorsabban valtozik a potencialis energia [1], annal nagyobb eré hat. Egy dimenzidban a
kovetkezb dsszefuggést irhatjuk fel:

AE
F=—_""F | &ltalanosabban F =—_—F

M dx

A negativ el6jel arra utal, hogy az er§ a potencialis energia cs6kkenésének iranyaba hat ("energiaminimum
elve").

Harom dimenziéban azt mondhatjuk, hogy amelyik iranyban a legnagyobb a potencialis energia csokkenésének gyorsasaga, abba az
iranyba hat az eré. Mas szavakkal: az er a potencialis energia negativ gradiense:

F =—gradk, . ahol: gradE_ = Py _F +—Lk

(A gradiens jelentesét a matematikabol mar ismerjuk g -)

PELDA
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PELpa 2.
Tegylk fel, hogy egy tdmegpontot surlédasmentes lejtére helyeziink. A lejté mentén a nehézségi erd
potencialis energiaja lefele csokken. Ha a test A3 tavolsagot tesz meg a lejté iranyaba (kek
szaggatottal berajzolva), akkor a magassadga Ah = fizsin cr-val (piros szaggatott), a helyzeti
energidja  mghh = mghxsin ¢e-val csokken. Ebbél a testre hato lejts iranya erd:
AE : . e )
F=—_F_ mgsin o megegyezésben azzal, ahogy azt a lejtés példanal levezettik fpe.
Az
L A

Tekintsik most azt a specidlis esetet, amelyben csak konzervativ er6k hatnak. Ekkor barmely A és B pontra
fennall, hogy

E (B)—E (A)="W=Ey (A)—E (B)
(itt a masodik egyenl&ségnél a munkatételt hasznaltuk) vagyis

AE, = -AE,

azaz amennyivel csokken a helyzeti energia, annyival né a mozgasi és forditva.

Ha bevezetjik az E:EP +E],c mechanikai energiat, akkor lathatd, hogy ez konzervativ erdtérben

megmarad, vagyis allandé (innen kapta a nevét a konzervativ er6tér). Ez a mechanikai energia
megmaradasanak tétele. Konzervativ erétér pl. a gravitacios és az elektrosztatikus erétér. Ha nem-konzervativ
er6k is hatnak, akkor a munkajuk egyenlé a mechanikai energia megvaltozasaval.

PeLba

PeLpa 3.
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Leejtink egy testet h=80m magasrél, mekkora sebességgel csapddik a foldbe? Ezt az energia-
megmaradassal legegyszer(ibb megoldani. Valasszuk a helyzeti energia nulla szintjat a talajra, ekkor

lﬂﬂni':‘:\:wngh , ebbdl
2

v=.[2gh =402

L
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PeLba 4.

A fenti, m=2kg tdmegl testet vizszintesen hajitjuk el v=30m/s kezd&sebességgel 80m magasrol.
Mekkora lesz a sebessége, amikor a talajba csapodik? Kiszamolhatjuk Ugy is, hogy felhasznaljuk azt a
kinematikabdl ismert tényt, hogy a vizszintes és fligg6leges iranyu sebességkomponensek fliggetlenek
egymastol és az el6bbi nem valtozik, utébbi 40m/s-ra nd, vagyis a végsebesség "pitagorasszal"

302+402 =50m /s Energiamegmaradassal mindez ugy néz ki, hogy kezdetben volt 1600J

helyzeti és 900J mozgasi energidja, tehat a foldet éréskor van 1/2mv2=2500J mozgasi energidja, ez
50m/s sebességnek felel meg.

Vegyuk észre, hogy a két mddszerrel lényegében ugyanazokat a miveleteket kell elvégezni, csak az
energiamegmaradasnal el6szér szoroztunk, majd osztottunk 1/2m-mel. Azt is érdemes megjegyezni,
hogy mivel a kinetikus energiaban a sebesség négyzete szerepel, a vizszintes és a fliggbleges
sebesség-komponenshez tartozé kinetikus energia fliggetlen egymastol. gravitaciés gyorsulas az utébbit
valtoztatja, az elébbi viszont valtozatlan.

‘.

PELDA

PeLba 5.

Minden ugyanaz, mint az el6zd példaban, csak a testet most ferdén hajitjuk el a vizszinteshez képest a
szoggel. A korabban ismertetett kinematikai szamolashoz ismerniink kell f-t, ki kell szamolni a
szinuszat és a koszinuszat a sebességkomponensekhez. Energiamegmaradassal viszont pont ugyanigy
jarhatunk el, mint az el6z6 példanal és a végeredmeény is annyi lesz.

Tehat ha csak az a kérdés, hogy egy adott magassagban mennyi a test sebessége, akkor az
energiamegmaradas moédszerét érdemes alkalmazni, hiszen a kezdGsebesség iranyaval nem is kell
szamolni. Viszont ha pl. a hajiths idejét is ki kell szamolni, akkor szilkség van a
sebességkomponensekre.

‘.

PELDA

PELpa 6.

Egy h=10m magas, r = 45%-0s lejtér6l kezdésebesség nélkil lecsuszik egy 1kg tdmegl test, a lejtd
aljan a sebessége 10m/s. Mekkora a surlédasi egydtthatd ?

A test kezdeti helyzeti energidja 100J, végsé mozgasi energiaja 50J, tehat a mechanikai energia
megvaltozasa -50J. Ebbd| kdvetkezik, hogy a surlédasi erd negativ munkat végzett, amelyet a

W, =E s=pmgrosce -

SnCE

képlettel szamolunk ki, egyszerisitve kapjuk, hogy H. =0,5.

‘.

PELba

-



PeLpba 7. — A NEWTON-FELE GRAVITACIOS ERG POTENCIALIS ENERGIAJA

w 0o L
o — Yoy
E(r)= IFai'r = }’mlm'j_l- - dF = mlmg[—} =
¥ ¥ ¥ F
L >
PELDA
~
PELbA 8. — A RUGOERG POTENCIALIS ENERGIAJA
Az F, =D er6torvény konzervativ eréteret ad meg. Szamoljuk ki, legaldbb mennyi munka
szilkséges ahhoz, hogy a rugét a fesziltségmentes x=0 allapotbdl az ;; = # allapotig nyujtsuk! Ekkor az
elmozdulas ellentétes iranyu a rugoderdvel, tehat az er6térvényben szerepld negativ eléjel kiesik, ennek
tudataban irhatjuk, hogy:
£ Iy i’ U )
W= [Edz =D xdx = D{—} = D
0 0 2 0 2
Ekkora potencidlis energiaja lesz a kihGzott (vagy az 6sszenyomott) rugonak.
‘. >,

3. REZGESEK ES HULLAMOK

Rezgések és hullamok a fizikdnak és a miszaki tudomanyoknak nagyos sok agaban el6fordulnak, pl. a
hangtanban. Ha egy gitarharjanak egyik pontjat festékpottyel megjeldljik, a festett pont is rezgést végez. A
legegyszerlibb rezgés a (szinuszos) harmonikus rezgés. llyet végeznek pl. szilard test atomjai egyensulyi
helyzetik koriil. Csak az egydimenzios esetet targyaljuk.

ahol x az egyensulyi helyzettél valé kitérés (ill. ha az erék ereddje a fenti alakban irhaté fel). Tehat ez egy
visszahuzo6 er6, ami aranyos a kitéréssel, csak ellentétes iranyd. Ebbdl kapjuk a mozgasegyenletet:

mi=—Dx

Ez egy masodrend(i kdzonséges differencial-egyenlet, az altalanos megoldasa, a mozgastérvény:

|z(ti=Asin(wt+3)|

\/ﬁ
w=,|—=
m

tovdbba A az amplitid6 (a kitérés maximalis értéke), & pedig a kezdéfazis. Tehat szinuszos (harmonikus)
rezgés jon létre. Az dbran azt az esetet lathatjuk, amikor d=0.

ahol a rezgés g korfrekvencidjara fennall, hogy



-A

A sebesség-idd fliggvényt derivalassal kaphatjuk:

W, (1) = A®cos(mt + &)
Ha ezt még egyszer lederivaljuk, a gyorsulast kapjuk:

v, (t) = Ae® sin(ot + &)

Ha ezt visszahelyettesitjlk a mozgasegyenletbe, belathatjuk, hogy a megadott x(t) fliggvény tényleg j6
megoldas, de csak akkor, ha a g? = Tu/ feltétel teljestl. Az A és a & konstansokat az x és vy kezdeti értékei
hatarozzak meg, ez utdbbiaknak viszont nincs hatasuk a frekvenciara. A periddusidé a legkisebb olyan T idé,
amelyre x(t) =x=({t+T) barmely t-re. A kdrmozgashoz hasonléan

1=
o

1 1 ) 1 :
E, = Emvj = Emﬁf‘mz cos (mt) = EDM.: os’(@t) ¢ E =-Dx’s= EDAE sin  (cot)
(feltettik, hogy & =1 és felhasznaltuk & definiciojat). Lathatd, hogy a kettd dsszege allando (DAE [2) és

egy periodusra kiatlagolva a ketté megegyezik (ennek pl. a hétanban lesz szerepe). Egy rezgés soran a
mozgasi €s a potencidlis energia folyamatosan egymasba alakul. A mozgési energia akkor a legnagyobb,
amikor a tdmegpont az egyensulyi helyzetén halad at, ekkor a rug6 feszitetlen, tehat nincs energiaja. Ezutan
ahogy a test lassul, a mozgasi energia csokken, de pontosan ugyanilyen temben ndvekszik a potencidlis
energia, és amikor a test a széls6é helyzetben egy pillanatra megall, akkor nyilvan a mozgasi energia nulla, a
potencidlis pedig maximalis.

Induljunk ki abbol, hogy egyenletes kdrmozgéasnal a szogsebesség allando: = it . Ekkor az x koordinatat az
rcostp, az y-t pedig az rsin ¢p formula adja meg. Beirva ' helyére gt -t, kapjuk, hogy =(t) =r cos{mt)

és (1) = rsin({t) , tehat mindkét koordinata harmonikus rezgémozgast végez.

Mas szavakkal, az egyenletes kdérmozgas felbonthatd két egymasra meréleges harmonikus rezgdmozgasra,
amelyek faziskilonbsége qp; 2 (hisz cos(mt) = sin{ot+ 7/ 2)).



I
o

Emiatt a hasonldéan jeldlt mennyiségek nemcsak formailag hasonléak, hanem tartalmilag is megfelelnek
egymasnak: T a keringeési vagy periodusidd, o a szogsebesség vagy a korfrekvencia.

Az animéci6 segitségével tanulmanyozhatja a most tanultakat:

2 ANIMACIO

Merébleges rezgések osszetevése

Az el6zd fejezet utols6 mondatat meg is fordithatjuk: két egymasra merdéleges, egyforma frekvenciaju és
amplitudéju, /% faziskildnbségli harmonikus rezgémozgas szuperpozicidja kérmozgast eredményez. A
feltételek barmelyikét megvaltoztatva a meréleges rezgések szuperpozicioja a kdrmozgastodl eltéré6 mozgasra fog




vezetni.

A. eltérd amplitadok: tegyiik 6ssze az X(t) =g cos(mt) és y(t) =h sin(o;.tj rezgéseket. Atalakitasok utan

2 2
az [E] +[E] = ] egyenletet kapjuk (hiszen .3.3.53 (C._-;.t) + sing (c.;.t) =1). Ez egy ellipszis egyenlete,

tehat az elter6 amplitidoju (de egyforma frekvenciaju és tovabbra is g f & faziskilonbségl) meréleges
rezgébmozgasok szuperpozicidja egy ellipszisen valé mozgas.

B. qpf2-t0l eltérd faziskilonbség: belathatd, hogy a szuperpozicio eredménye ilyenkor is az ellipszisen valo

mozgas, de ebben az esetben az ellipszis tengelyei nem a koordinatatengelyek iranydba mutatnak. Specialis
esetet jelent a nulla faziskilonbség, azaz az X{t] = asin[mt}és y(t] =bsin{mt} rezgések

H =1
Osszetétele. A két egyenletet egymassal osztva egy egyenes egyenletét (— =—) kapjuk. A T
¥

faziskilonbség szintén egy egyenesen torténd mozgasra vezet (mivel gin{o;.t +;r|;]| = —sin{mt]), azaz
ezekben az esetekben a merdleges rezgések szuperpozicidja linearis rezgést eredményez.
C. az A) és B) eseteket Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy két egyforma frekvenciaju, egymasra meréleges

harmonikus rezgémozgas szuperpozicidja elliptikus mozgast eredményez, amely specidlis esetben elfajult
ellipszis (kor vagy egyenes) is lehet.

D. eltérd frekvenciak: ekkor az eredé mozgas palyaja igen bonyolult is lehet. Az ered6 mozgas csak akkor
periodikus (azaz a palyagorbe Onmagaba visszatérd), ha a szuperponalddd rezgések frekvenciainak
hanyadosa racionalis szam. Az egymasra mer6leges harmonikus rezgbmozgasok szuperpozicidja soran
adodo gorbéket Lissajous-gorbéknek nevezzik.

Az animéci6 segitségével tanulmanyozhatja a most tanultakat:

2 ANIMACIO
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A valésagban a makroszkopikus testek ritkdn végeznek idében allanddsult harmonikus rezgést, mivel a rezgés
gyorsan vagy lassan, de csillapodik. Ezt ugy vessziik fegyelembe, hogy a rugalmas erén kivil hat még egy

Ennek megoldasa (a levezetést lasd lentebb) gyenge csillapitas (<t < @, ) esetére

z(th=Ae™  snlot+8),

k P -

ahol oy = 2_ G = 'ICD,:,E _053 és c.;;.u2 =T'{m . A maximdlis kitérés tehat exponencialisan csokken az
m

idével (a mozgasi energia is csokken, ezért a fékezd erét disszipativ erénekis hivjuk), a frekvencia pedig kisebb,

mint ha nem lenne disszipaci6. A folyamatot a csillapodas miatt kvaziperiddikusnak nevezzik. Az alabbi

abrakon két csillapitott rezgés kitérés-idé figgvénye lathatd, a masodiknal ¢ kb. négyszer akkora, mint az

elsénél.

r|-|-||?d?x|\'-f,_1_p-~11|-—|—|—|
W s m s

-0.84

Az animécid segitségével tanulmanyozhatja a most tanultakat:

# ANIMACIO




A differenciédlegyenlet és megoldasa

atrendezve:

FH FH
Bevezetve a két szokasos jelolést:
o & 0
= g3 = | —
2 ! 1

A homogén, lineéris, masodrend( differencialegyenlet:

r+2ax+ @iz =0

A megoldast keressiik az alabbi formaban:

A+ 2ale™ + @le™ =0 . de p* L
igy a karakterisztikus egyenlet:
A +2ai+al =0
Ennek a gyokei:

An = —at. o —mlf

A harom lehetséges eset:

1. of — m§ =< {1 : gyenge csillapitas,
2. o — mt? =) : kitikus csillapités,

3. o — mt? =[] : erds csillapitas.

Amennyiben a gyokok kilénboznek, akkor a két egymastdl fuggetlen partikularis megoldas linearis kombinaciéjat kell
venni:

x(f) = Ce™ +Che™
Gyenge csillapitas esetén vezessiik be a kdvetkezd jeldlést:
2
J= a.,lll-:l?.‘r,:, - CI;
Ay =—atia

A megoldas:



x {f] — Cléll:—ﬁ+iu:lt +Cgé|(—ﬁ—ic.=}t — E—nﬂ [:Clélir.ﬂ‘ +Cﬂ£—iu!)
Az Euler-relaciét felhasznalva:
2% = cosp+isin @

x(£}= e'“’[i‘.’,’l (cosmﬁ +isin aﬂi]+6’2 (cosmﬁ—i sinmﬁ}] ,

x(£)= e'“’[[Cl +C Jeos @t +i{C) - T, )sin -::Eili:l :
A differencidlegyenlet altalanos megoldéasa:
x(t)= g [A cos @+ Bsin &Jﬁ] =Ce ™ sin (@ +45) .
Ez pedig a fentebb ismertetett kitérés-idé fliggvény.

Ha = ah tejesul, akkor a kritikus csillapitasnak megfelel6 megoldas:
x(e)=(C +Cg )™

Ha & = mu , akkor er6s csillapitas van, ilyenkor:

x(ey={C ™ +Ce™ )™ a0l g= fof — @

Ahhoz, hogy ne csillapodjon a rezgés, a disszipalt energiat valamilyen moédon pétolni kell. Legegyszeriibb
esetben egy periodikus gerjeszt6 er6 hat: F, = F, sin{mt).

Ezzel a mozgasegyenlet:
mx =—Dx — kst + Eysin(at)
Ennek megoldasa az el6z6, exponencialisan lecseng6 (1) figgvény és az

K,
z(t)= 4 sinfot — &)

.J(cc:uz — o* ) + 4ol

fuggvény Osszegébdl all. Mivel az elébbi nulldhoz tart, hosszu tavon ez utdbbi, a stacionarius megoldas a
Iényeges, vagyis a frekvencia egyenlé a gerjeszt6 erd frekvencigjaval. Itt 5 azt jellemzi, mekkora a kitérés

faziskésése a gerjesztd er6hoz keépest. 5 fugg az &, az 0 és az p, mennyiségektdl. Lathato, hogy ha a

disszipaci6 kicsi (cy, = ——kicsi) és a rendszer g.;.uz..li S,fm sajatfrekvenciaja kdzel van a gerjeszté eré w
m

frekvenciajahoz, akkor a nevez® igen kicsivé, vagyis a maximalis kitérés igen naggya valik: rezonancia

kovetkezik be. Tehat a rezonancia azt jelenti, hogy a rezgés amplitiddja, mint a gerjesztés frekvenciajanak

fuggvénye maximalis értéket vesz fel. Az alabbi abran két, kulénb6z6 disszipaciohoz tartozé rezonanciagorbét

lathatunk.



A4

d1<dz<d3

L 4

Tehat minél kisebb a csillapitas, anndal élesebb, hegyesebb a rezonanciagdrbe. Csillapitatlan rendszernél az
= . helyen az amplitido a végtelenhez tartana, ezt nevezik rezonancia-katasztrofanak.

Mindannyian lattunk mar egy viz felszinén haladé hullamot. Ha egy konkrét idépillanatban lefényképeznénk, azt
latnank, hogy térben (megkozelitéleg) periodikus, a terjedés iranyaban. Ha viszont egy adott pontban vizsgaljuk
az id6beli viselkedést, akkor lathatjuk, hogy hullamvélgyek és hulldmhegyek haladnak at az adott ponton, idében
periodikusan, tehat a folyadék felszine harmonikus rezgbmozgast végez. Legyen A az a mennyiség, amelyik
hullamszerlien valtozik, vizhullamoknal pl. a vizfelszin nyugalmi helyzethez képesti magassaga. Tegyuk fel,
hogy a hulldm x iranyban terjed, a tébbi irannyal nem foglalkozunk. A legegyszeriibb hullamfliggvény a
sikhullam, amelynek alakja:

A= 4 sin [l — @)

ahol k a hullamszam, & a korfrekvencia. Rogzitett x-re A id6 szerint periodikus, pontosabban harmonikus

25T o . : .
rezgémozgast végez T — — periddusidével. Hasonléan, rogzitett t-re pedig a térben periodikus a

ot
fuggvényalak.
47 47
2_
0 T T

Régzitett iddpontban a kitérés helyfiiggése Rogzitett helyen a kitérés idéfliggése



4 VIDEO: HULLAMGEP L[]

Vizsgaljuk meg a térbeli periodicitast. Tegyik fel, hogy egy adott x,-hez van olyan x,, hogy Al = _;-12 barmely

id6pillanatban, azaz

A sin [k — @) = 4, sin [k, — ax)

Ebbdl kovetkezik, hogy az argumentumok egymastdl 2 qp tobbszdrdsével térnek el. Ebbdl minket az érdekel, hol
van az x,-hez legkozelebbi ., ahol Al =_a12, tehat az argumentumok legkisebb kildnbségét vesszik:

kx + 2= kx,y, amib8l z, = x1+%.

2T _ . .
Tehat az x véltozdsa 4 = —— szerint periodikus, a J, mennyiség neve: hullamhossz, mértékegysége a

méter. Ezeket beirva kapjuk:

A=A an 2T

F A .
EFT[E _E” =4, sin

)

A fenti &bran lathaté példan 3 = Zqp, ebbdl kapjuk, hogy | =1. A masodik abrarél T = 21, vagyis
f=1/20és m=1/10. A fuggbleges tengelyen a kitérés van, ennek maximalis értéke, az amplitudo

A& =4, ez mindkét dbrabol leolvashato.

Ez a hullam az x tengely pozitiv iranyaba terjed, kérdés, milyen sebességgel. Ha dx tavolsagot megtesziink a
haladas iranyaban (jobbra), ott dt-vel késébb zajlik le minden (pl. ugyanaz a hulldmvélgy dt idével kés6bb ér
oda), vagyis ha x-hez hozzaadunk dx-et és t-hez hozzaadunk dt-t, az argumentum nem valtozik:

x+dx
A

+ﬁ=%+fk+ﬂ}

ebbdl E = jfif , azaz E = f A, vagyis kaptunk egy fontos 6sszefiiggést a hullam terjedési sebességeének
ot

nagysagara:




il {x_c.;}]

Hanghullam esetén c a hangsebesség, fényhullam esetén a fénysebesség. Ismeretes, hogy az emberi fil
szamara (kozelitéen, kortdl is fiiggéen) a 20Hz és 20kHz kozétti frekvenciaju hangok hallhatéak. Az

alacsonyabb frekvenciaju hangokat infrahangnak, a magasabbat ultrahangnak nevezzik.

Ezzel 4 — An o1h

Ha A vektormennyiség, a hullamokat két csoportba oszthatjuk: transzverzalis hullamnal f—"-: merdleges a

terjedés iranyara (ilyenek pl. a vizhullamok), longitudinalis hullamnal egy egyenesbe esnek. Utébbira példa, ha
egy vékony rud végére raitiink a rad hossztengelye irdnyaba mutaté sebességgel, ekkor az j; mennyiségnek

a részecskék egyensulyi helyzetétdl valo kitérése felel meg, ez pedig a rud hossztengelyének iranyaba mutat,
emellett a hullam is a rud megUtétt végétdl a masikig terjed, a két irany megegyezik.

Ha a sikhulldm kbézeghatarhoz ér, azon visszaver6dhet. Ekkor a visszavert hullam az eredetivel interferal.
Bizonyos feltételek fennallasa esetén a két hullam ered6je alldéhullam lehet. Ezekben a hely- és az idéfliggés
szétcsatolédik: a harmonikus rezgés amplitidoja helyfiiggévé valik, egyes helyeken zérus (csomopont), mashol
maximalis (duzzaddhely) lesz. A fazisabdl viszont eltiinik a helyfliggés, abban csak az idé6tél valé fliggés marad
meg. Ezzel megszlnik a hulldmban a fazisallapot terjedése, alldhullam alakul ki (ekkora - =f%, képlet

értelmetlenné valik).
Tegyuk fel az egyszerliség kedvéért, hogy egy pozitiv és egy negativ iranyba halado, egyébként ugyanolyan
hullam talalkozik: _,-QD gini:,i;;r;—mg] és _,qﬂ ikl |,b;-|- @ 1. Ekkor a kitérések minden pontban és minden

idépillanatban dsszeadodnak. A sn(a+ 8 =sn @cos J+sin Scos @ és a
sin{a— &1 = sin @cos J—sin Scos ) azonossagok felhasznalasaval kapjuk, hogy az ered6 hullamot a

2.4, sin(kx) cos{ax) fuggvény irjale, tehat alléhullamot kaptunk. Ezt demonstralja az alabbi animécio.

: ANIMACIO





Christian Doppler
(1803-1853)
osztrak fizikus 1847 és
1849 kozott a Miskolci
Egyetem jogel6d
intézményében, a
selmecbanyai Banyéaszati
és Erdészeti Akadémian a
matematika, fizika és
mechanika professzora

volt. [ii]

Ha a hullamforras és a megfigyel6 egymashoz képest mozog, akkor a megfigyel6 a hullam frekvenciajat és
hullamhosszat a kibocsajtott hullamétol eltérének érzékeli. Ez az effektus, amely a felfedezdjérél a Doppler-
effektus nevet kapta igen sok miszaki alkalmazasnak (pl. Iézeres, radaros vagy ultrahangos sebességmeérés)
képezi alapjat.

Mi itt most az akusztikai Doppler-effektussal foglalkozunk, erre mindenkinek lehet hétkéznapi tapasztalata is.
Példaul a kozeledé vonat fittyét magasabbnak halljuk, mint amikor mar tavolodik télink. Tekintsik a
legegyszer(ibb esetet, amikor a hangforras, illetve megfigyelé sebessége az éket 0sszekoté egyenesen van.

A kbzegben nyugvo hullamforrashoz (F) képest v sebességgel mozgé megfigyelé (M) id6egység alatt nemcsak
az f szamu rezgést fogja fel, hanem azokat is, amelyek a v hosszisagu szakaszra esnek (+/ 1.).

- =
Ennek megfeleléen a megfigyelé altal észlelt frekvencia

£ =

ahol a + jel a kdzeled6, a — jel a tavolodd megfigyel6re vonatkozik.

Ha a hullamforrds mozog a kézegben nyugalomban 1évé megfigyel6hdz képest, akkor (kbzeledé forras esetén)
arezgés elsé fazisat még tavolabb bocsajtja ki, mint (T id6 mulva) az utolsé fazisat.

Ez az abran is mutatott médon a hullamhossz lerdvidiilését okozza

A =A—T
amely a
| 1
f=r
v
1F-—
ol

modosult frekvenciara vezet. Itt a — el6jel a fenti esetre, a + pedig a tavolodé forrasra vonatkozik.

# ANIMACIO
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HULLAMOK GYAKORLATI ALKALMAZASA: SZEIZMOLOGIA

A foldtudomanyokban is alkalmazott "eszk6z" a rugalmas hullam. A féldben terjedd rugalmas hullamok
vizsgalataval, mérésével és feldolgozasaval foglalkoz6 tudoméany a szeizmolégia. A szeizmolodgia jovoltabol van
informacionk a Fold oves felépitésérdl és a folderengésekrél. A rugalmas hullamok mérndki alkalmazasokat
nyeré tudomanya pedig a szeizmika.

A Foldben terjedd rugalmas hullamok tipusa lehet longitudinalis és transzverzalis. Ezek tébbféle médon
keletkezhetnek pl.: foldrengés, robbantas, kalapacsités, stb. A longitudindlis hullamok terjedési sebessége
nagyobb, mint a transzverzalis hullamoké. Szokasos rovidités az, hogy a longitudindlis hullamokat P (primer),
mig a transzverzalis hullamokat S (szekunder) hulldmoknak nevezziik az érzékel6 miszerbe vald beérkezési
sorrendnek megfeleléen. A foldtani képz&dményekben a hullamterjedés sebessége a kbézet mindsegétdl fligg.
Nyilvanvalo, hogy egy kompaktabb, repedésmentes kézetben (pl.: mélységi magmas kézetek) nagyobb a
hullamterjedés sebessége, mint egy laza, szemcsés uledékben, pl.: homokban. Hullamterjedés szempontjabdl
fontos befolyasolo tényezd még a kézetek sirlisége is.

P- és S-hullamok terjedése

A szeizmikaban rezgéskeltd (pl.: robbantas, kalapacsiités) és rezgésérzékeld (geofon) miszerek segitségével a
rezgéskeltés és a rezgésérzékelés kozott eltelt id6t mérik. Ezutan az igy kapott beérkezési idéket feldolgozzak,
majd ebbdl kdvetkeztetéseket vonnak le a felszin alatt 1évd képz6dmények elhelyezkedésérdl, tulajdonsagairdl. A
szeizmikus modszerekkel nyersanyag kutatasi (pl.: kéolaj, féldgaz), mérndkgeoldgiai és hadaszati feladatokat
végeznek. Egy érdekes alkalmazasa még a szeizmol6gianak az atombomba robbantasok helyének és idejének





ellenérzése. Ugyanis, egy atombomba keltette hullam egyértelmiien megkulénboztethetd egy, a foldrengésekkor
keletkez6t6l. Ezek utan nem meglepd, hogy a hideghaboru idején miért koltottek rengeteg pénzt szeizmologiai
obszervatoériumok létesitésére a vilag kulénb6zd pontjain.

4. KORMOZGAS DINAMIKAJA

A kdérmozgast végz6 test sebességvektora folyamatosan a koézéppont felé igyekszik fordulni, azaz a
gyorsulasanak van a sebességre merdleges komponense is. Ezt a gyorsulast centripetdlis gyorsulasnak
nevezzik (lasd a kinematikanal). Ennek dinamikai feltétele az, hogy a testre hatd er6k ered6jének legyen a
korpalya koézéppontja felé mutaté komponense is. Ezt az er6komponenst szokas centripetalis erének is
nevezni, és a mozgas adatainak ismeretében a kévetkez6képpen szamithatjuk ki:

2

v 2
F_ =ma, =t —=mr®
@ P

Ez az er6 sziikséges ahhoz, hogy a testet az adott kdrpalyan tartsa, vagyis hogy a sebesség iranyat folyton
valtoztassa, azaz centripetdlis gyorsulast okozzon. Hangsulyozzuk, hogy ez a képlet nem erétorvény. A
centripetalis er6 eredete lehet gravitacios vagy elektromos (Coulomb) erd, kétélerd, stb., tehat egy konkrét
esetben valamilyen konkrét erétorvénnyel leirhaté erd vagy erékfunkcionalnak centripetalis eréként.

Mivel a centripetélis er6 mer6leges a sebességre, nem végez munkat, nem valtoztatja meg a test mozgasi
energiajat. Ez 6sszhangban van azzal a kinematikdban tanult allitassal, hogy a centripetalis gyorsulas csak a
sebesség irdnyét valtoztatja meg, a nagysagat nem.

A szdgsebességet vektorként is értelmezhetjik, ehhez meg kell mondanunk, milyen irAnyba mutat. Ha egy
tdbmegpont egyenletes kdrmozgéast végez pl. az x-y sikban, akkor a szdgsebesség-vektor iranya merdleges erre
a sikra, vagyis a z tengely pozitiv vagy negativ iranyaba mutat. Hogy a ketté kozil melyikbe, azt a jobbkéz-
szabdllyal A&llapithatjuk meg: ha jobb kezink behajlitott ujjai mutatnak a pont haladasi irdnyaba, akkor
huvelykujjunk mutatja meg a iranyat.

SzAmOLASI FELADAT
r '

FeLaDAT

Egy bakelit-lemezjatszé korongjara a kdzépponttdl 15cm tavolsagra egy kis testet helyeziink. Mekkora a
tapadasi surlodasi egyltthato, ha atest jn = 4. 1/z szbgsebességnél csiszik meg?

Megoldas: Ittis a Z I = e alapegyenletbdl indulhatunk ki. A testre harom erd hat, a sulya, a lemez

altal kifejtett T tartoerd és a tapadasi surlddasi eré. Tehat
D F=G+T+5

A test fligg6legesen nem mozog, tehat a fliggdleges erék (G és T) kiegyenlitik egymast. A test, amig
nem csuszik meg, egyenletes kérmozgast végez, tehat centripetalis gyorsulasa van, az erék ereddje
centripetalis erd. Ezt csakis a surlodasi eré adhatja, csak ez kényszeritheti kbrpalyara:

S:matp

A test és a lemez felilete kdzott hatd nyomoerd a T tartderd, ami megegyezik a test sulyaval. Ezt
hasznaljuk ki a (tapadéasi) strlédas kiszamitasanal: = = [umg .

A centripetalis erét az

2
F,__P = mra

képlettel szamoljuk ki. A kérdés az, hogy elég nagy-e S maximalis értéke, hogy adott szogsebességli
kdérmozgasra kényszeritse a testet. A hatareset az a kritikus ¢y, szGgsebesség, amikor a ketté egyenl6:




mray, = [mg

Ha ennél nagyobb a szdogsebesség, a test megcsuszik. A LL-t kifejezve:

_ﬂ 01547
4 10

=0,24

AZ EGYENLETESEN FORGO RENDSZEREKBEN FELLEPO TEHETETLENSEGI
EROK

Egy i szOgsebességgel egyenletesen forgd rendszerben a forgastengelytdl r tavolsagra
nyugvo tdémegpontnak tehat a forgastengely felé mutaté centripetdlis gyorsulasa van:

acpzv_ = rp® . Ezt a gyorsulast a testre hat6 erk eredéje — amelyet centripetalis erének is
r

neveziink — hozza létre:

e

Z:ﬁ:ﬁ@ = g

Az ebben a rendszerben elhelyezkedé megfigyelé6 a tomegpontot nyugvénak latja, amit egy

Fq -t "kompenzalo" — i, tehetetlenségi er6 felléptével magyaraz. Ezt a fiktiv, csupan a
forgd rendszerbeli megfigyeld altal tapasztalt, sugariranyban kifelé ropit6é erét centrifugalis

erének (Ef) nevezzik. Ennek nagysaga a fentiek alapjan tehat:

—

S
Fﬁf—mrm

ahol 7 atdmegponthoz hizott helyvektor.

Ha a tdmegpont még mozog is 37 sebességgel (az egyenletesen forgé vonatkoztatasi
rendszerhez képest), akkor egy masodik tehetetlenségi erének a felléptével is szamolni kell: ez
a Coriolis-eré6. Megmutathaté, hogy ennek nagysaga:

-

Ao =Znn @

A Coriolis-erd, mivel meréleges a sebességre, mindig eltérité erd, példaul egy sugariranyban
elinditott testet mindig letérit a sugarrol.

A centrifugalis er§ és a Coriolis-erd kildndsen fontos szerepet kapnak a mozgasok Foldhoz
rogzitett rendszerbeli leirasakor. Példaul els6sorban a centrifugalis erd tehet arrdl, hogy az
egyenlitén az ugyanakkora tomeg kisebb sulyu, mint a sarkokon. A Coriolis-erére pedig
kézismert példa az, hogy a ciklonok mindig egy iranyba (pl. az északi féltekén az 6ramutaté
jarasaval megegyez6en) forognak.

Forgatényomaték
El6szor tetszbleges iranyu erére definialjuk az origéra vonatkoztatott forgatbnyomaték vektort:
M= ? =F

ahol { az origébdl az er6é tAmadaspontjahoz huzott helyvektor.



A forgatonyomaték-vektor iranya merdleges az 1 és 'F’ altal meghatérozott sikra, ami most az abra sikja, 1:._[
pedig kifele vagy befele mutat. Hogy a kett6 koziil melyikbe, azt a jobbkéz-szaballyal allapithatjuk meg: ha a
hivelykujjunk mutat az 7, a mutatéujjunk az F iranyaba, a kdzéps6 ujjunkat az I:.:I irdnyaba tudjuk beallitani.

Az &bran lathatd esetben I:'.[ befelé mutat.

Rogzitett tengely esetén, ha az er6 a tengelyre meréleges sikban van, akkor az egyszerlibb képletet
hasznalhatjuk: T =LF, itt k az erb6kar, vagyis az er6 hatasvonalanak a (rogzitett) tengelytdl valé

tavolsaga. Az abran az er6 hatasvonala szaggatott, az er6kar pontozott vonallal van feltlintetve.
Impulzusmomentum

Az impulzusmomentum (perdiilet) altalanos definicioja: T — F3] = mT x v - SOk esetben kiszamolhatjuk a
vektor nagysdgdt az T, —inrv =mr m Képletekkel. Az impulzusmomentum-vektor iranyitasat a

szovegsebességéhez hasonléan adjuk meg [2]: ha egy tdmegpont egyenletes kdrmozgast végez az x-y sikban,
akkor az impulzusmomentum-vektor irdanya meréleges erre a sikra, vagyis a z tengely pozitiv vagy negativ
iranyaba mutat, a jobbkézszabalynak megfeleléen. Az impulzusmomentum-vektor csak akkor valtozhat, ha a
témegpontra forgatbnyomaték hat:

—

L i) ot (e +Tx T = mexT4rxa) = (Gxa) = ixE=T -
dt dt dt

ahol felhaszndltuk, hogy barmely vektor 6Gnmagéval vektoridlisan szorozva nullat ad. Azt a fontos allitast kaptuk,
hogy a tomegpont impulzusmomentumanak idé szerinti derivaltja egyenlé a tomegpontra haté
forgatonyomatékkal. Ez az impulzusmomentum-tétel, nem csak kérmozgasra igaz. Tehat ha az eredd er6
forgatényomatéka nulla, akkor a perdiilet allandé. Az abran lathaté esetben a test az dramutatéval megegyezd
irAnyban gyorsulva forog, tehat az fvektor befelé mutat és nodvekszik, 8sszhangban azzal, amit a

forgatonyomaték iranyarél mondtunk.

PELDA

PeLpa 1.

Egyenletes kérmozgasnal csak centripetalis eré hat (pontosabban az erék ereddje mint centripetalis eré
mikddik). Az impulzusmomentum allando, a kézéppontra vett forgatonyomaték nulla.

PELbA

PELpa 2.

Tegyuk fel, hogy egy pont az x-y sikban kdrmozgast végez Ugy, hogy az impulzusmomentum-vektor z
irAnyba mutat, tovabba a forgatonyomaték-vektor iranya szintén z, nagysaga allandé. Ekkor i véltozasi

—+

gyorsasaganak irdnya (z) megegyezik i iranyaval, vagyis T,k novekszik, tehat egyenletesen gyorsulo
kérmozgas jon létre.
‘. w




Tehetetlenségi nyomaték

Ha feltesszik, hogy a pont rogzitett tengely korll rogzitett tavolsagban mozoghat, akkor ebben a specialis
esetben L(t) = mrgm(tj . Ezt id6 szerint derivalva,

Lity=mr (1) = mr (1)
ahol [> a szoggyorsulds. Ha az 4y, +# mennyiséget elnevezziik a tomegpont tehetetlenségi nyomatékanak:
8=mr
(a & gorég betl, ejtsd: "teta") ahol r a tengelytdl valé tavolsag, akkor az impulzusmomentum-tétel

felhasznalasaval a feladatmegolddsok soran is gyakran hasznalt formuldhoz jutunk, amita forgé mozgas
alapegyenletének is neveznek:

M =8P

Ez a képlet teliesen hasonld szerkezetli az F =15 képlethez, csak kdrmozgasnal a gyorsulas helyett a
szbggyorsulas, a tdmeg helyett a tehetetlenségi nyomaték, az eré helyett a forgatdbnyomaték jatszik szerepet.

A tdmegpont mozgasi energidja:

]:"',]I=lmv2 = lmrzmj4 = lra@f
2
Itt is teljesen hasonlo szerkezetl a két mozgasi energiara vonatkozo képlet.

Hasznos lehet a kdvetkezd analdgia-tablazat:

Halad6 mozgas Forgd mozgas

(1 dimenzio)
véaltozo X p
(sz6g)sebesség Vx Y]
(szog)gyorsulas ay &
tehetetlenség m =]
A (sz6g)gyorsulés oka E =ma, M =68p
Impulzus(momentum) = m L=ag
Kinetikus energia 2 m"’x2 15 B
munka E bz MAgp
teljesitmény Ev, %

Tegyik fel, hogy egy m tdémegi test egy masik, nagy tdomege miatt rogzitettnek tekintett M test (Newton-féle)

ugy tudjuk értelmezni, ha kijeldljik a kezd&pontot, a nulla szintet. Logikus, hogy akkor legyen a potencialis
energia nulla, ha a keringé test nem all kdlcsénhatasban semmivel, vagyis végtelen tavol van (nincs
kélcsdnhatés - nincs hozza tartoz6 energia). Ekkor viszont a kordbban levezetettek szerint a potencialis energia



negativ. Ha az Osszenergia is negativ (tehat E, abszollt ertékben nagyobb, mint E\), akkor a m test nem tud
eltavolodni a végtelenbe, a M-hez van kotve, ekkor kotétt allapotrél beszélink.

Keplerrél nevezték el a bolygbmozgas harom térvényét. Ezek barmely olyan testre vonatkoznak, amely egy
masik test gravitacios eréterében kotott allapotban mozog, tehat pl. a Fold korul keringé Holdra is.

I. térvény: A bolygdk palyaja ellipszis, és annak egyik gyujtépontjaban a Nap all.

II. térvény: (Fellleti torvénynek vagy terileti tételnek is szoktdk nevezni.) A bolygdk napkézelben gyorsabban
mozognak, mint a Naptdl tavol. A bolygdk vezérsugara (a bolygot a Nappal 6sszekété szakasz) azonos idék

alatt azonos teriletet surol. (Az abran jitl = 4-'312 ha ugyanannyi ideig tartott a megfeleld iveken végighaladni)

Johannes Kepler (1571-  IIl torvény: Az ellipszispalyak nagytengelyeinek (a) kébei Ggy aranylanak egymashoz, mint az adott palyakon
10N et L1 kering6 bolygdk keringési idejének (T) négyzetei, vagyis az % j T'* hanyados minden naprendszerbeli bolygé

volt. [i] esetén ugyanakkora. (Korpalya esetén a nagytengely helyett természetesen atmérét kell érteni.)

Bolygd

Nap

Az animéci6 segitségével tanulmanyozhatja a most tanultakat:

2 ANIMACIO




Mind a harom térvény bebizonyithatd a Newton axiémakbdl és a Newton-féle gravitacidos erétérvénybdl. A
valésagban a leszarmaztatas inkabb forditva tértént, Kepler hamarabb alkotta meg a térvényeit, mint Newton.

A ll. torvény az impulzusmomentum-megmaradasbdl kévetkezik, de csak egy leegyszerisitett magyarazatot
adunk ra. Az origét a Nap kozéppontjaban felvéve a Napbdl a bolygéhoz hizott helyvektor és a Nap altal a
bolygéra kifejtett er6 kozotti szég nulla, igy a forgatdnyomaték is nulla, tehat a perdiilet allandé. Ez viszont
egyenesen aranyos a vezérsugarral és az arra mer6leges sebességkomponenssel, vagyis ha az egyik né, a

masiknak csotkkennie kell.

Csak a lll. torvényt bizonyitjuk, azt is csak kdrmozgasra. Azt hasznaljuk ki, hogy a centripetalis erét a (Newton
féle) gravitacios vonzoerd adja. Az els bolygora:
M
2
E,

_ _ P
F=y =mya g, = mk, o

azaz

(2my*
T}

=Rl = Ry

Ezt felirva a 2. bolygéra is:

(2my’

T,?

W =R,’

és a két egyenletet elosztva egymassal adddik, hogy

RS R}
T} T,

ami korpalyara ekvivalens az allitassal.

5. ELLENOGRZO KERDESEK

% TOMEGPONT DINAMIKAJA (1.) (i}

To6bbszor megoldhato feladat, elvégzése kotelezé.
A feladat végsé eredményének a mindenkori legutols6 megoldéas
szamit.

Véalassza ki a helyes megoldast!

1. Egy 3 kg tomegii testet 30 m magasrél leejtiink, de amikor a foldbe
csapodik, sebessége csak 20 m/s. Mennyi volt a surlédasi er6 munkaja?

O 300J

QO A surlédasi er6 munkaja elhanyagolhato.

O 60J



O 600

2. A harmonikus rezgémozgast végz6 test milyen jellemzéinek id6fiiggését
lathatjuk az aldbbi grafikonon?

cﬁam:bn-

a

L=
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o
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QO sebesség és impulzus QO kitérés és sebesseég
Q sebesség és gyorsulas QO kitérés és impulzus
QO gyorsulas és impulzus (O mozgési energia és gyorsulas

3. Egy tomegpont csillapitott rezgémozgast végez. Melyik mennyiség nem
valtozik az idével?

O mechanikai energia QO amplitado

Q impulzus Q frekvencia

Egy sikhullam esetén az egymastol a hullam terjedési iranyaban E

tavolsagra lIévo pontok faziskiilonbsége

O_?r Oin
2

or oo

@)

5. Egy bolygé ellipszispalyan kering a Nap koriul. Napkdzelben vagy
naptavolban nagyobb az impulzusa?

Q napkozelben

Q attdl fiigg, melyik bolygordl van szé



QO mindig ugyanakkora az impulzusmegmaradas miatt

Q naptavolban

6. Van két test, az els6 tomege kétszer akkora, mint a masodiké. Mindkét test
allé helyzetbdl indul és idében allandé nagysagu és iranyu eredod erd hat
rajuk, az elsére négyszer akkora, mint a masodikra. Azt szeretnénk, ha
mindkét test egy métert haladna. Hanyszor annyi id6 kell ehhez a masodik

testnek?

O Kkétszer QO egyiksem
QO negyede Q fele

Q nyolcszor Q négyszer

7. Melyik eré6nek nem lehet pozitiva munkavégzése?

QO Coulomb-eré QO gravitacios er6
Q kotélerd Q centripetalis eré
Q rugoerd

8. Egy tomegpont harmonikus rezgést végez, a rugéerdn kiviil mas eré nem
hat. Ekkor a kinetikus és a potencialis energia 6sszege...

QO nem valtozik Q szinuszosan valtozik
Q linearisan né QO exponencidlisan csokken
Q szinusz-negyzetesen valtozik Q linearisan csokken

# TOMEGPONT DINAMIKAJA (2.)

Tobbszor megoldhato feladat, elvégzése kotelezb.
A feladat végsé eredményének a mindenkori legutols6 megoldéas
szamit.

Véalassza ki a helyes megoldast!

1. Egy m tomegii test egy rugdra van felfiiggesztve és harmonikus
rezgémozgast végez A amplitudéval, T periodusidével. Hanyszorosara né
a periodusidé, ha 4 m tomegii testet akasztunk a rugéra és az A/4
amplitdoval rezeg?

O negyedére csokken Q4



Os8 O 16
Q felére csokken 02

QO nem véltozik

2. Egy testre hat6 eredd er6 iranya minden pillanatban merdleges a mozgas
irdnyara. Ekkor mindenképp igaz, hogy...

Q a test rezgbmozgast végez

Q atest sebessegének nagysaga novekszik
Q atest sebességének nagysaga allando
QO atestimpulzusa noév

Q atest sebességének nagysaga csokken

QO atest egyenesvonall mozgast vegez

3. Az alabbirendszerek kézlil melyikre érvényes az impulzusmegmaradas ?
QO egy test és a rugo, amelyre fel van fliggszetve, harmonikus rezgés kdzben
QO egy kalapacsvet6 és a kalapacs, mikdzben elropiti
QO Két jégkorongoz6 utkozik a jégen
QO egy antik éra ingéja lengés kozben
Q egy motoros kanyarodas kézben

4. Egy test harmonikus rezgémozgast végez, Osszes energiaja 400 J.
Mekkora a potencidlis energiaja, amikor a kitérés az amplitidé negyede?

0 20017 O 25J
0O 1007 O 6,25
01251 0503

5. Egy motoros haromféleképpen mozoghat ugyanazon sebességgel. 1.
kozeledik felénk. 2. tavolodik téliink, 3. olyan kérpalyan mozog, amelynek

mi vagyunk a kozéppontjaban. Rendezze magassag szerint novekvo
sorrendbe a hallott hangokat!

O mindig ugyanolyan magassagu hangot hallunk, 1.=2.=3.
03.,2,1.
O 1.=2,3.

02,3, 1



O 3 1=2

6. Egy tdmegpont egyenletes kdrmozgast végez az x-y sikban az origo kéril,

a (0,5) pontbdl indulva. Hogyan fiigg ekkor a centripetalis eré x
komponense az id6t61?

QO szinuszosan valtozik QO exponencialisan csotkken
QO In(t) szerint né Q linearisan né
QO allando QO Ut szerint csokken

7. Egy bolygé ellipszispalyan kering a Nap koriil. Melyik ra jellemzé
mennyiség alland6?

O tangencidlis gyorsulas O sebesség

Q impulzus Q centripetalis gyorsulas

Q impulzusmomentum

(1] Hangsulyozzuk, hogy itt nem id6beli valtozasrol van szé, hiszen az eré nem fligg explicite az id6tol!

2] Ez tobb pontbdl all6 rendszerre nem ilyen egyszeri, az a és az i vektorok nem feltétlenill egy iranyuak.

il sir Godfrey Kneller alkotdsa (public domain)
[l Forras: public domain

ii] Forras: public domain
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	Fizika I. :: 2. Tömegpont dinamikája


	90YXNrPXllcyZ3YXJuaW5nPW5vAA==: 
	test179: 
	a_547_1: 300 J
	a_548_2: sebesség és impulzus
	a_549_3: mechanikai energia
	a_550_4: <img src="%!subdir%!misc/test/390550-3.gif" width="16" height="41" align="absmiddle">
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	a_554_8: nem változik


	90YXNrPXllcyZ3YXJuaW5nPW5vAA==: 
	test180: 
	a_555_1: negyedére csökken
	a_556_2: a test rezgőmozgást végez
	a_557_3: egy test és a rugó, amelyre fel van függszetve, harmonikus rezgés közben
	a_558_4: 200 J
	a_559_5: mindig ugyanolyan magasságú hangot hallunk, 1.=2.=3.
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