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|. ELEKTROSZTATIKA

1. ELEKTROMOS ALAPJELENSEGEK

Bizonyos testek (borostyankd, Uiveg, ebonit) megdorzsdlve apréd targyakat magukhoz vonzanak. A tapasztalat szerint
két, bérrel megddrzsolt apro livegdarab kézott taszitas, egy bérrel dérzsolt tiveg és egy gyapjuval dérzsoélt borostyankd
kdzott vonzas lép fel. Az elektromos allapot érintéssel atvihetd egyik testrdl a masikra. Ha a megdorzsélt tvegrudat
hozzaérintjuk szigetel6talpon all6 fémpoharhoz, akkor a fémpohar élén a piciny alufélia, mint egy elektroszkép
elektromos allapotot jelez, a taszitd hatas miatt szétall.

: ANIMACIO

Ha két dsszeillesztett fémtesthez megdorzsolt Givegrudat kdzelitlink, akkor az elektromos allapotd rad hatdsara mindkét
fémtest elektromos allapotba keriil. Az Uvegrid jelenlétében szétvalasztva 6ket, majd az Uvegrudat eltavolitva az
elektromos allapot megmarad. A két fémtest elektromos allapota azonban kilénbdz8, az egyiket vonzza, a masikat

taszitja a megdorzsolt tvegrid.

# ANIMACIO





A fenti alapjelenségekbdl arra a kdvetkeztetésre juthatunk, hogy kétféle elektromos allapot van. A b&rrel megdérzsolt
Uvegdarabot - dnkényesen - pozitiv elektromos allapotinak nevezzilk. A masik elektromos allapot — a megdorzsolt
borostyankéé — értelemszeriien negativ lesz. Megjegyezziik, hogy az elektromossag elnevezés a borostyankd gorog
nevébdl szarmazik.

Elektromos t6ltésnek nevezzik azt a mennyiséget, amely megmutatja, hogy a test milyen mértékben vesz részt az
elektromos kdélcsonhatasban. Az elektromos toltés jele Q. Amelyik testre ugyanabban a mez&ben k-szoros erd hat,
annak toltése is k-szoros. A toltés el6jeles mennyiség. A tapasztalat szerint az egynem toltések taszitjadk egymast,
kilénnem( toltések vonzzak egymast. A toltés érintéssel atvihetd az egyik testrél a masikra. A semleges testen is van
toltés de a és — toltések egyforma mennyiségben vannak jelen.

A fenti kisérlet azt mutatja, hogy az elektromos t6ltés szétvalaszthatd, megoszthatd, a jelenség neve elektromos
megosztds vagy influencia. Ehhez az sziikséges, hogy a toltéshordozok a testben makroszkopikusan
elmozdulhassanak. Az olyan testeket, amelyekben a tdltések erre képesek, elektromos vezetSknek hivjuk. SzigetelSk
esetén a toltések elmozdulasa csak mikroszkopikus méretli, a molekula méretével azonos nagysagrendd,
1_[3-‘-" - 1_[:|-1'3'm lehet. Az ezzel kapcsolatos jelenséget polarizacionak nevezziik. Tapasztalataink szerint az_elektromos

toéltés megmaradé mennyiség, nem keletkezhet, és nem tiinhet el.

2. Az ELEKTROMOS TER VAKUUMBAN

Coulomb mérései (1785) szerint két nyugvo pontszeri elektromos toltés kozott fellépd erd nagysaga aranyos a
toltésekkel és forditottan ardnyos a pontok tavolsaganak négyzetével.
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A [ = () pozitiv allandét Coulomb allandonak nevezzik, értéke a toltésegység megvalasztasatol fugg. A toltés
egysége Sl-ben a coulomb (C). Régebben ezt a fenti térvény alapjan definialtak, mai definicidja az aramerésség
egységén alapul, amit késébb adunk meg. Koézelitleg igaz az, hogy egy 1 C toltésli pontszer( test egy masik
ugyanakkora toltésl, téle vakuumban 1 m-re levé pontszerli testet g 1(® prerével taszit. Ekkor k értéke:

2
ke 0107 N’T - A Coulomb allando felirhat6 a vakuum permittivitasaval ( &, ) kifejezve:
1
k=
47E,
2
Ekkor természetesen g = L;:‘qj R ﬂﬁf .
4k C

Mivel az inerciarendszerben nyugvé ponttéltés mezéje konzervativ, a szuperpozicié elve értelmében barmilyen, az
inerciarendszerben nyugvo toltéselrendezés is konzervativ elektromos mezét kelt, ezt elektrosztatikus mezének
nevezzik.



Az elektromos mezd pontrol pontra torténd jellemzéséhez probatoltéseket (pontszerl toltott testeket) hasznalunk. A
probatéltésre haté er6 a tapasztalat szerint aranyos a toltésével, a két mennyiség hanyadosa mar fliggetlen a
probatéltés toltésétél, kizardlag a mezét jellemzi a pontszerl toltés helyén. Ezt nevezzik elektromos térerésséeg
vektornak, jele E’ Magyarul az elektromos térer6sség megadja a kérdéses pontba helyezett pozitiv egységnyi

toltésre haté erét, irdny és nagysag szerint. A tér jellemzd iranya a pozitiv téltésre hatod erd iranyaval egyezik meg.

- FiP)
HPi=—
g
A térer6sség mértékegysége: [E] = 1£ = IE
2

Ha két vagy tobb toltés létesiti a mez6t, akkor a térersség az egyes toltések altal kildn-kuldn létesitett mezdkhdz
tartozo térer6sségek vektori 6sszege. Ez a szuperpozicio vagy fuggetlen hatds elve, Newton negyedik torvényébdl

kovetkezik: ﬁ = ﬁl .|_ﬁ'; , azaz gé = Q'El +g_.§2, igy

—+
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Az elektrosztatikus mezdben a két pont kézott a g probatdliésen az elektromos mezé altal végzett munka:

g B g
Won= | Fdi = | gBdF = g| Bdr .
P ! A

Definicio szerint a két pont kozotti fesziltség az egységnyi probatdltésen a két pont kozo6tt a mezd altal végzett
munka:

A
UM:W—“:IE::?F
& A

Homogén térben a térerésség-vektorral parhuzamos d nagysagu elmozdulas esetén ez a formula leegyszer(isédik:
T=Ed

Az elektromos (mas elnevezésben: villamos) fesziiltség fiiggetlen a prébatdliéstdl, csak a mezdre és a benne felvett
két pontra jellemzd. Az elektromos fesziiltség szamértéke megmutatja, hogy az elektromos mezd az egységnyi pozitiv
téltésen mennyi munkat végez, mikézben az egyik pontbdl a masikba szallitja. igy a fesziiltség egysége 1V=1J/C.

Ismeretes, hogy konzervativ mezében, ha kijeldlink egy kitlintetett A kezdSpontot, barmely masik (pl. B) pont
jellemezheté azzal, hogy mekkora munkat végez az erd, ha a B-bdl az A-ba megy a test. Ezt a munkat tgy hivjuk,
hogy a test potencidlis (vagy helyzeti) energiaja a B pontban. Az elektrosztatikus mez6 konzervativ, azaz ha a q toltés
elmozdul az A pontbdl a B-be, a mezé altal végzett munka éppen a kezdbé és végpontbeli potencialis energia
kilénbségével egyenld:

.
W,y 5= | Fdf = E (D)~ E,(B) .

A

Az egységnyi toltés potencialis energiajat az elektromos mezében potencialnak nevezziik:



Az elektrosztatikus mezében a fesziiltség egyben a potencialkiilonbség is.

B
Uyn= | Bd¥ =TU(4)-T(EB)
4
Az elektrosztatikus potencial egy &llandd erejéig hatarozatlan. Megallapodas szerint a potencidlt sokszor a
végtelenben vesszik zérusnak: I7icoi =) . Ekkor:

U(F) = | EdF

F

Vagyis egy tetszéleges pont potencialja megmutatja, hogy mennyi munkéat végez az elektrosztatikus mezd, amig az
egységnyi pozitiv téltést a tér P pontjabdl a végtelenbe szallitja.

A pozitiv t6ltésekre az alacsonyabb potenciali hely, a negativ toltésekre a magasabb potencialt hely felé iranyuld
elektromos eré hat. EI6bbi annak felel meg, hogy egy tdmegpontra a Fold gravitacios terében lefelé iranyul6 eré hat,
ha ennek hatasara elmozdul a témegpont, potencialis energidja csokken. Negativ témeg nincs, a taszitdsnak nincs
gravitacidos megfeleléje.

Az elektromos esetben is érvényes az a mult félévben tanult 6sszefiiggés, hogy minél nagyobb a potencialis energia

egységnyi hosszra es6 valtozasa, annal nagyobb erd hat, pontosabban: F :—gradEP, tehat az er6 abban az

irAnyban hat, amerre a leggyorsabban csdkken a potencialis energia. Most ezt a térer6sség és a potencial kozotti
Osszefiiggésre is felirhatjuk:

E = —gradll
SzAMmOLASI FELADAT

('_ ™)

Feladat: Elektrosztatikus potencial U=uy(3x+4z) mddon fiigg a helykoordinataktol, ug=2 V/m. Mekkora és

milyen iranyu az elektromos térerésség az origéban és a (2, 1, 0) pontban. Milyen alakuak az ekvipotencialis
feluletek?

Megoldas: A fenti képletet hasznalva, az 11, konstanst a derivalashol kiemelve

3
E= —ugradi Zx +dzi=—u, | 0= 61 -8k
4

Azt kaptuk, hogy a térer6sség fiiggetlen a helytdl, tehat az origéban és a (2, 1, 0) pontban is ugyanaz. Az
ekvipotencialis fellleteket ugy kapjuk, hogy a potencial-fliggvényt egy konstanssal tessziik egyenléve:

u, (Zx+tdz)=C
Ebbél a z-t kifejezve:
-3
I=———X
dn

Ez Iényegében ax+b alaku, tehat egy C-tél fiiggé egyenes egyenlete. Abrazoljuk az xz koordinata rendszerben
(az y valtozé most érdektelen).




Az abran kék vonalak jelzik az ekvipotencidlis fellileteket. Az origéon atmend vonalat pl. ugy kapjuk, hogy a C
helyébe nullat irunk. Ellenérzésként a tébbi vonalnal irjuk be a tengelymetszetek koordinatait a fenti
egyenletbe, hogy kijon-e feszlltségnek az az érték, ami az abran szerepel. A vastag piros nyil a térerésséget
abrazolja (nem méretaranyosan). Lathatd, hogy meréleges az ekvipotencialis felliletre.

L vy

Mivel az elektrosztatikus mez6 konzervativ, benne barmely zart gérbén végzett munka nulla, azaz barmely zart vonal
mentén a fesziltségesések dsszege zérus.

Az elektrosztatikus mezé l. alaptérvénye tehat: IE dr = D, vagyis ha egy zart gérbén végigmegy a probatoltés,
E
a mezd dsszesen nulla munkat végez.

Ennek a térvénynek a differencialis (lokalis) alakja: rc-tﬁ =) - Hangsulyozzuk, hogy ez a tdrvény altalanosan csak a

sztatikus esetben érvényes, ahol az elektromos mez6t all6 toliések hozzak létre. (Ha a toltések mozognak, az
érvényességnek tovabbi feltételei vannak. Leegyszeriisitve azt mondhatjuk, hogy akkor érvényes, ha a mozgo toltések
nem hoznak létre valtozé magneses mez6t, tehat pl. az egyenaram esetében.).

Az elektrosztatikus mez6 |. alaptorvényébdl kapjuk a Kirchhoff-féle huroktérvényt: barmely zart goérbén végighaladva
a fesziltségesések elbjeles 0sszege nulla:

Ennek kiuléndsen az aramkoéroknél lesz nagy jelentdsége.

PELbA
' ™

PELDA: PONTTOLTES ELEKTROMOS MEZOJE ES POTENCIALJA

és F :E:Q—fé’,
»

Felhasznaljuk, hogy E = E
i

Ezekbdl a Q ponttdltés okozta elektromos térerésség nagysaga:




A ponttdltés potencidlja attol r tavolsagra:

Uir) = IE A =

¥

3. KAPACITAS, KONDENZATOROK

A kapacitas fogalma





Ha egy vezetdben elektromos tér van jelen, az a szabad toltéshordozokat rendezett mozgasra készteti, elektromos
aram jon létre. Sztatikai allapot akkor allhat be, ha a vezet6ben nincs elekiromos mezd és a térerésség nulla,
egyébként a szabad elektronok rendezetten mozognanak. Tehat a vezet6ben sztatikus allapotban E =10 - Eztaztis

jelenti, hogy sztatikus esetben a vezet6 barmely két pontja kdzétt a potencialkilonbség nulla, az egész vezet6
ugyanazon a potencialon van, idegen szoéval ekvipotencialis tartomany. Kérdés, hogyan fiigg egy maganyos vezet6
potencialja a ra felhordott toltéstél. A szuperpozicid elve miatt, ha a vezetd toltését megkétszerezziik, akkor a tér
minden pontjaban az E;f elektromos térerdsség is a kétszeresére né. Ennek megfeleléen a vezetd potencialja is a

duplajara né. Tehat a vezet6 potencialja egyenesen aranyos a vezetére vitt toltéssel, igy a hanyadosuk allandé. Ezt

a hanyadost C-vel jeldljik és a vezeté kapacitasanak nevezziik. Definicio:

e
s

A kapacitas mértékegysége a farad (F): 1F=1C/V.

Szamoljuk ki egy maganyos R sugaru vezetd gomb kapacitasat (a végtelen tavoli pontokat valasztva nulla
potencialunak)! Felhasznaljuk azt a kés6bb bizonyitandé allitast, hogy egy toltétt gdmb potencialja a gémb fellletén és

2

a gbmbon kival ugyanannyi, mintha a t6ltés a gomb koézéppontjaban lenne: 7| & | = L=, igy a kapacitasa:

co2.0 E_,on
UoLE ok
R

Ha felhasznaljuk a Coulomb allandd értékét, akkor belathatjuk, hogy a hétkdznapi méretli testek vakuumbeli
kapacitasa igen kicsi: A kapacitas megndvelésének egyik lehetséges mddja az, hogy a feltdltétt vezetd kdzelébe egy
masik foldelt vezet6t helyeziink. llyenkor a potencial lecsdkken, a kapacitas pedig né. A kondenzator két vezetd test
(az armatdrédk vagy fegyverzetek) amelyek dielektrikummal vannak elszigetelve egymastol,a két fegyverzet toltése
ellentetten egyenlé. Az elrendezés kapacitasat a pozitiv fegyverzet toltésének és a két fegyverzet kozotti
potencialkilonbségnek a hanyadosaként értelmezzik: C=Q/U.

Soros kapcsoléas

Tegyik fel, hogy sorosan kapcsolunk két kondenzatort (kapacitdsuk C; és C5) pl. egy U fesziltségi telepre. Ekkor a
két kondenzator U, és U, feszliiltségre téltédik fel, ahol a huroktérvény miatt U;+U,=U. A kondenzatorok toltése Q1=
C,U; és Qo= C,U, lesz. Az eredd kapacitas azt jelenti, hogy a két kondenzatort gondolatban kicseréljik eggyel, ugy,

hogy a kondenzatorokon kivil semmi sem valtozik, azaz a toltés és a fesziiltség is allandd. Az ered6 kondenzatornak
nyilvan U lesz a feszlltsége. A feltdltédés soran a telep negativ sarkabdl elektronok gylilnek a C; megfelel6 lemezére

Q Osszetodltéssel. Ezek a Cq masik lemezérdl eltaszitanak ugyanannyi elektront, amelyek C, lemezen gyiilnek 0ssze

és szintén eltaszitanak ugyanennyi elektront a masik fegyverzetrél, amely visszamegy az aramforrasba, annak pozitiv
sarkaba. Ebbdl két kdvetkeztetést vonhatunk le: egyrészt Q;=Q,, masrészt a telep sarkai kozoétt csak Q4 toltés

aramlott (a kondenzatorok kozotti toltésmozgas kivilrdl nézve lényegtelen), tehat Q= Q4. A U1+U,=U 6sszefuggésbe

Qe_%_'_Qﬂ

behelyettesitve a fesziiltségeket — = ——, a toltésekkel egyszerisitve kapjuk az eredd kapacitasra:

Ce Cl 4
1 1 1
- = 4+
ce 1 4
vl s os . l21 Uz L . .
A toltések egyenl6ségébdl kapjuk, hogy C1U,=CyU,, azaz — = F , magyarul hogy a fesziltség forditott aranyban
2 1

oszlik meg a kapacitasok kozott.

Parhuzamos kapcsolas



Ebben az esetben kénnyen lathatd, hogy a feszultségek megegyeznek: U;=U,=U (huroktérvény), masrészt a telepbdl
kiaraml6 elektronok egyik része az egyik, mésik része a masik kondenzéatorra megy, azaz Q.= Q1+Q,. Ez utébbiba
beirva a toltések Qo= CU, Q1= C1Uq és Qo= C,U, kifejezéseit, kapjuk, hogy Co,U=C,U1+C,U,, a fesziltségekkel
egyszerilsitve adodik az eredd kapacitas:

C, = +C, .
e g L) ) Asen Ql_Qz . Ql_cl . s
A feszlltségek egyenléségébdl latszik, hogy C__C_ atrendezve —— —C—, tehat a toltés a kapacitassal
1 2 ! 2

aranyosan oszlik meg.

4. ELEKTROMOS TER AZ ANYAGBAN, AZ ELEKTROMOS INDUKCIOVEKTOR

Az elektromos dipolus egy pozitiv Q ponttdltésbél és egy ugyanolyan nagysagu negativ ponttéltésbél (-Q) all, melyek
tAvolsaga ¢ . Ha ¢ kicsiny a feladatban el6fordulé egyéb tavolsagokhoz képest, akkor pontszerii dipdlusrél beszélink.
A dipdlusnyomaték, vagy dipolusmomentum definicidja:

F=04

ahol E az a negativ toltéstél a pozitiv felé mutat. Gyakran toltések bonyolultabb rendszere, (pl. molekulak) is
dipolussal helyettesithetd.

Hatarozzuk meg a pontszer(i dipdlusra hatd eredd eré6t és forgatdbnyomatékot homogén kiilsé elektromos mezdében,
vagyis ha az elektromos téreré6sség minden pontban ugyanaz!

F =—QF Q

-Q E,=CE
Dipdlusra haté forgatényomaték kiilsé6 elektromos mezében

A negativ és a pozitiv téltésre hatd erdk: ﬁ_ = _QE és fi‘l = QE tehat homogén térben a dipdlusra hat6 eredd erdé

nulla. A C pontra a forgatbnyomaték:

- -

Ho=-Lxi-08 1+ LxpB = gl = 5

A forgatényomaték vektora (vagyis szabad dipdlus esetén a forgastengely) tehat meréleges mind a dipdlus
tengelyére, mind a térerésségre. A konkrét példdban az abra sikjaba befelé mutat, azaz a dipdlus az éramutato

jarasaval megegyez6 iranyban fordul el. Ez a forgatonyomaték akkor sziinik meg, ha _f;.“ || E vagyis a dipélus
befordult a tér iranyaba, vagy pedig azzal pont ellentétesen all. Ha # és E’ egyiranyu, akkor ﬂ} o= [, és az

egyensulyi helyzet stabil, vagyis kitéritve a dipolust ebbdl a helyzetbdl a létrejové nyomaték igyekszik visszaforgatni
abba. Ha i és E’ pont ellentétes irdnyld, akkor bar a nyomaték nulla, de az egyensulyi helyzet instabil. llyen

esetben, ha a dipdlust kitéritjik, akkor a létrejévé nyomaték a stabil egyensulyi helyzet felé probalja forgatni.

A forgatdnyomatékra kapott 6sszefliggés kis kozelitéssel inhomogén térben is érvényes. Azonban, ha a tér nem
homogén, a dipolusra nem csak forgatdnyomaték, hanem zérustdl kilonb6zd ered6 erd is hat. Legyen a negativ



toltés helyén a térerésség F, a pozitiv toltés helyén EF s F. Ekkor az ereds erd

;E'; = —Q§+ Q(E+ﬂ§‘) = Qﬂlﬁ vagyis ;E‘; az inhomogenitas mértékétdl figg, a tér valtozasi gyorsasagaval
(pontosabban a gradiensével) egyenesen aranyos.

. TR
.?":,I;? ——,\_| Q]

Pl. egy molekulan belil kildn értelmezhetjik a pozitiv és negativ toltések toltéskdzéppontjat. Azokat a molekulakat,
amikben a pozitiv és negativ toltések toltéskdzéppontja egybeesik, apolaris molekuldknak nevezzik, ilyenek példaul a
H,, O, molekuldk. Ha a toltéskozéppontok nem esnek egybe, akkor polaris molekulakrol beszélhetiink:

HCIL OO, H,O. ., ezeket kicsiny dipolusokként modellezhetjiik.

Az alkalmazott elektromos mez8 hatasara a szigetel6 anyag polarizalédik. Indukalt polarizacié esetén az alkalmazott
elektromos mez6, az egybeesé toltéskdzéppontokat széthizza igy a molekula dipdlussa valik, illetve ha a
molekulanak mar eleve volt valamekkora dipolnyomatéka, akkor az megné. Az E“ elektromos térer6sség a (o toltést
a tér iranyaban, mig a — toltést azzal ellentétesen mozditja el. A jelenség tehat polaros és apolaros molekuldk esetén

egyarant fellép. lonracsok esetében az elektromos mez6 az ellentétes toltésii ionokra ellentétes iranyu erével hat, ez
is noveli a polarizaciot.

A polarizacid6 masik tipusa a rendezddési (vagy orientacios) polarizacid. Ez a jelenség csak polaros molekulaju
anyagokban fordulhat el8. Az elektromos mezd a dipélus molekulakat a sajat iranyaba forgatja be, annal inkabb minél

er6sebb a tér és minél alacsonyabb a hémérséklet. Ez tehat er6teljesen hémérsékletfiiggd, szemben az indukalt
polarizacioval.

Vakuumban az elektromos mez6 leirasara egyetlen vektor, az E’ térer6sség-vektor elegendd. Kémiai anyagban
azonban egy tovabbi vektor bevezetése szilkséges, amely az anyag polarizaltsdganak mértékét adja meg.

Tekintstink egy szigetel6anyagot vagy dielektrikumot, egy tetsz6leges pontja legyen A. Jeldlje az A pont kordli kicsiny
térfogatelemet A7, és legyen /_‘|§:7 a Al” térfogatban foglalt molekuldk dipdlusnyomatékéanak eredéje.

Az anyag elektromos polarizalédasa

Ekkor az A pont kordili kicsiny térfogat atlagos polarizaltsagéat a polarizaciovektorral jellemezhetjuk:

Bidi=tim 22,
A0 A7

A polarizaciovektor mértékegysége a C/m?. A tapasztalat szerint az anyagok nagy részére j6 kozelitéssel fennall az
alabbi linearis anyagegyenlet:



-+ —+

F=x.g F,

vagyis minél ersebb az elektromos mez6, annal er6sebben polarizalddik az anyag. A & dimenziétlan aranyossagi
tényezét elektromos szuszceptibilitasnak nevezziik. Ennek értéke vakuum esetén nulla, szigetel6anyagban pedig
mindig pozitiv: g~ = ). Ha a térer6sség nagy, akkor a szigetel6 vezetévé valhat, (ezt a térer6sséget atitési

szilardsagnak nevezzik,) ilyenkor a fenti egyenlet érvényessége megszlnik, az 6sszefliggés tehat nem lehet minden
korulmények ko6zott j6. Masrészt ismerlnk olyan anizotrop kristalyokat, melyekben a térer6sség vektor nem
parhuzamos a polarizacidvektorral, a fenti egyenlet természetesen ekkor sem igaz.

segitségével. Ennek a linedris kombinacidénak a bevezetését az indokolja, hogy vele egyszer( alaptérvény irhaté fel.
Definicio szerint:

D=gE+P,

A mértékegysége nyilvanvaléan egyezik a polarizaciévektoréval, tehat C/m?. Ha felhasznaljuk a fenti linearis kézelitést,
akkor

D= EDE+K-EDE=EDII+KIE
D=¢g, g E=ck.

ahol £, =1+4+& arelativ permittivitds, amely megadja, hanyszor nagyobb az illeté szigetel6 vagy dielektrikum

permittivitasa a vakuumeénal, £ = &, - £, pedig az abszolut permittivitas.

Az elektromos mezd szemléltetésére az indukcidvonalakat hasznélhatjuk. Ezek olyan iranyitott gérbék, amelyeknek
az érinté egységvektora egyiranyu az érintési pontbeli elektromos indukcidval. Az elekiromos fluxus (YY) mindig
iranyitott fellletre vonatkozik, és szamértéke megadja a fellletet atdof6 indukcidvonalak el6jeles szamat.
Amennyiben az indukciévonal a felliletelem vektorral megegyezd iranyban dofi a fellletet, akkor az +1 jarulékot ad,
ha ellenkez6 irdanyban, akkor —1 a jaruléka.

A peremgérbe és a feliileti normadlis iranyitasa, a feliiletet d6fé indukciévonalak

Tekintsunk 44 fellletet, és szamitsuk ki a felllletre az elektromos indukcio-fluxust. A fellletvektor ﬁﬁ, zarjon be &

szdget az indukciovektorral. Ha 44 elegendéen kicsiny, akkor az indukcié mar homogénnek tekinthetd, és az elemi
kicsiny indukci6-fluxus:

AY =D A4 cosa=DAA

Egy tetszbleges A feluletre pedig integralassal kaphatjuk meg a fluxust, a fenti értelmezésnek megfelelé matematikai



képlet tehat:

Indukcid -fluxus a ﬂ_,.'l feluletre

Felhasznalva, hogy az indukcié6 mértékegysége C/m?, az indukcié-fluxus mértékegysége C (ugyanaz a coulomb, mint
a toltéseé).

Vizsgaljuk meg azt a kérdést, hogy milyen kapcsolat van a mezét keltd toltés és a kialakult mezé indukcidvektora
kozott. Ennek megvalaszolasara tekintsiink egy vakuumban elhelyezett ponttéltést, és szamoljuk ki a fluxusat egy zart
fellletre, amely legyen egy r sugar koncentrikus gémb felszine!

A Q ponttéltést koriilvevé zart feliilet koncentrikus gémb

Lathatd, hogy ha feltesszik, hogy az indukcidvonalak forrdsa csak a toltés lehet, (a vAkuum miért is lenne forras?),
akkor akarmilyen nagyra valasztjuk a gémb sugaréat, a gémbfellleten ugyanazok a vonalak mennek at, tehat a fluxus
nem fligg a fellilet nagysagatdl, csak a toltéstl. Mivel kétszer nagyobb sugarhoz négyszer nagyobb feliilet tartozik,
ahhoz, hogy W ugyanakkora maradjon, az indukciénak, és igy a térer6sségnek kell negyedére csdkkennie, ez pedig
pont a Coulomb térvény lényege. Vezessiik le most forditva precizebben!

Mivel a ponttdltés altal keltett térerésség ismert:

LY

x4
RNk

47,



az elektromos indukciot egyszer(ien kapjuk a térerésségbdl: ﬁ = EIJE’ ezzel

1] PR a .
?’:.I.deqz. .Lg =L%-I-fiﬂ: Qﬂ 4.?‘2:?T=Q
: - 4rt y drisr

A szamolast az a tény egyszerisitette le, hogy az indukcidvektor nagysaga mindenitt ugyanakkora, mivel csak a
toltéstdl mért r tavolsagtol fugg, az pedig a gdombfelileten alland6. Az eredmény viszont akkor is valtozatlanul
érvényes, ha a Q toltést korildlelé zart felllet nem egy koncentrikus gémb, hiszen barmely a Q toltést magaba foglald
zart fellletre a fluxus ugyanennyi, mivel a Q-bdél kiindulé 6sszes indukciovonal atdéfi a Q-t magaba foglald zart
fellletet. Ezt mutatjak a kdvetkez6 &brak.

A Q ponttéltést kériilvevé zart feliilet

Ha a felilet nem foglalja magaba a Q toltést, akkor a fluxus nulla. Ahol az indukciévonal bemegy ott —1 a jarulék, ahol
kijon ott +1.



Ha a zért fellilet nem foglalja magéaba a Q tdltést, akkor a fluxus nulla

Tapasztalat szerint tetszéleges téltéselrendezés estén és kémiai anyag jelenlétében is igaz, hogy zart rogzitett
fellletre az elektromos fluxus egyenlé a felliletben foglalt 6sszes toltéssel.

§Bdi=0

A

A fenti egyenlet az elekirosztatika Il. alaptorvénye, gyakran Gauss torvénynek nevezik. Q a V térfogatban foglalt
toltések algebrai 0sszegét jelenti, A pedig a V térfogat burkold feliilete. Az elektromos indukcidvonalak forrasai a
pozitiv téltések, nyelSi pedig a negativ toltések, mas szdval az indukciévonalak a pozitiv téltésen erednek és a
negativ téltésen végzddnek.

A Gauss torvény differencidlis (lokalis) alakja: diwi) = Q-

Fontos megemliteni, hogy a f;. értéke nem fligg attol, hogy vakuumban vagyunk vagy szigetel6 kézegben, mivel csak

a valddi, azaz nem polarizacioval létrejott toltés mikdodik forrasként. A térersség viszont moédosul a Coulomb
torvénnyel egytt:

F_qu

- 2
dme,E,

PELDA

PeLpa: GOMB ELEKTROMOS TERE

Ahogy a fentiekbdl lathaté, ponttéltés elektromos tere kénnyen adodik a Gauss-térvénybél is. Ehhez

egyszerlen egy olyan R sugard gombfelulettel kell képzeletben kdérbevenni a ponttéltést, amely
kozéppontjaban a toltés Ul, ekkor a szimmetria-tulajdonsagokat kihasznalva Gauss térvényében a fellleti

integral kiszamitasa szorzassa egyszerlisodik: = EdmR? = L

Vegyuk észre azonban, hogy itt sehol sem hasznaltuk ki, hogy a ponttéltés pontszer(i, még azt sem, hogy kicsi
a mérete, csupan azt, hogy gdmbszimmetrikus tdltéseloszlas és hogy a valasztott képzeletbeli gdmbfeliileten
belul van az 6sszes toltés (tehat a toltések tavolsaga a kézépponttdl nem nagyobb, mint R), a k6zéppontok
pedig egybeesnek. Tehat barmilyen gémbszimmetrikus toltéseloszlas erbtere kivilrdl ugy néz ki, mintha az
Osszes toltés a kdzéppontba lenne koncentralva. Specidlisan igaz ez térfogataban egyenletesen toltétt r sugaru
gombre, valamint a fellletén egyenletesen toltott r sugard gdmbhéjra, ha ¢y =F. .

Tovabbmenve, ha ez utdbbi gdbmbodn kivil a térer6sség mindenhol helyettesithetd a ponttoltés altal keltett
térrel, akkor, ha integraljuk ezt a térer6sséget R-t6l a végtelenig, nem lesz kilénbség, vagyis a gémbdn kivil a
potencial is megegyezik a két esetben. Végil megkaptuk a toltétt gdémb kapacitasanak levezetésénél hasznalt
allitast: egy Q toltési R sugard fémgdmb potencidlija (ez egy érték, mivel ekvipotencialis a fémdarab)

Q

megegyezik egy Q ponttoltés altal keltett tér potencialjaval a toltésrél R tavolsagban: TJ = Ir =

E




PELbA
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PELDA: HOSSZU TOLTOTT FONAL ELEKTROMOS TERE

Adjuk meg a végtelen hosszisagu, egyenletes A vonalmenti toltéssiiriségli egyenes fonal elektromos terének
er8sségét és potencialjat!

Vegyink fel az egyszeriiség kedvéért olyan koordinata-rendszert, ahol a tolt6tt fonal a z tengellyel esik egybe.
Ekkor szimmetria-okokbdl a térer6sségnek nem lesz z komponense (ha lenne, az szimmetria-sértés lenne),
hanem az x-y sikban sugarirdnyban kifelé (negativ toltés esetén befelé) mutat. Akkor hasznalhatjuk kénnyedén
a Gauss-tételt, ha olyan feliiletet talalunk, amely mentén a (piros nyillal jelolt) térer6sség nagysaga és a

felllettel bezart sz6ge allando. Prébalkozzunk egy hengerpalasttal.

{

A henger alap- és feddlapjan a téreréség-vektor a feliilettel parhuzamos, a feliilet normalisaval 90°-os széget
zar be, vagyis ott a fellleti integral eltlinik. Integraljunk a palastra:

fhdd= | eBad= B ad=_" EoRmh=( =k

2 o, A s, dmic

. 2k . . . .
amibél: E= —— , tehat a térer6sség a tavolsag reciprokaval csokken. Mivel sehol sem hasznaltuk ki, hogy a

fonal vékony, az eredmény érvényes tetszéleges hengerszimmetrikus tdltéseloszlds, pl. térfogatédban
egyenletesen toltétt R sugar( henger, valamint a feliiletén egyenletesen toltott R sugarl hengerpalast terére
téle r tavolsagban, ha ¢ == F A potencidl szamitdsanal vékony fonal esetén a nulla szint megvalasztasa jelent

problémat. Ha a fonalnal lenne a nulla szint, akkor ott végtelen lenne a térer6sség. Ha a végtelenben
vélasztanank a nullat, akkor pedig a potenciél lenne végtelen, mint ahogy azt mindjart latni fogjuk. Tegyuk fel,

hogy valamilyen tetszélegesen valasztott, majd rogzitett Rn tavolsagra vesszik a nulla szintet és integraljunk
tetszéleges R-t6l Ry-ig:
j;i:' - ‘Fé' 1 R] Rl:l
U(R)= | Bdr=2kA | —dr=2kA[Inr]g = 2k n(—%)

2 2

PeLpba

PELDA: EGYENLETESEN TOLTOTT SIKLEMEZ ELEKTROMOS TERE

Hatarozzuk meg az T| fellleti toltéssirliségl végtelen, az x-y sikban elhelyezkedé sik lemez altal keltett
elektromos térerésséget és potencialt!

Az el6z6 feladathoz hasonldéan jarunk el. Most egy olyan zart felliletet vesziink fel, amelynek alapja
tetszbleges alaku (legyen pl. kor, igy henger lesz a felllet), de a sikkal parhuzamos, az alap és a fedélap




ugyanolyan tavol van a siktdl annak két oldalan, a hengerpalast pedig merdleges a sikra. A térer6sségnek
szimmetria-okokbdl nem lehet x vagy y komponense, hanem a z (vagy -z) iranyba mutat.

Amikor a térerésség fellileti integraljat szamoljuk a palastra, a fellilet normalisa meréleges E’-re, tehat a
palast nem ad jarulékot az integralba. A henger vizszintes lapjain pedig E’ konstans, tehat kiemelhet6é az

integralas elé:

©DdA=¢g| | Bdd+ | BdA|=eE| | dd+ | dd|=28BA=0=nd,
| oy o dby g

vagyis E:l. Azt az érdekes eredményt kaptuk, hogy a térer6sség nem fligg a lemezt6l mért tavolsagtol.

2g
Ez persze csak addig igaz, ameddig j6 kozelités az, hogy végtelen a siklap, azaz sokkal kézelebb van a

vizsgalt pont a siklaphoz, mint annak atmérdje.

A potencialhoz a kapott konstans térerésség-fliggvényt kell integralni z iranyu goérbe mentén, ami egyszeri
szorzast jelent. Célszerli a nulla szintet a toltott siknak valasztani. Vilagos, hogy akar z, akar -z iranyban
haladunk, ugyanakkora munkat kell végezni, tehat z-nak csak az abszolit értéke szamit. Mivel pozitiv a
probatoéltés, a pozitiv lemez taszitja 6t, vagyis a lemez magas potencialon van a tér tébbi pontjahoz képest.
Ezen megfontolasok alapjan a potenciél:
U=— g
2g,

PeLba
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PELDA: PONTTOLTES ELEKTROMOS TERENEK TULAJDONSAGAI

Vizsgaljuk meg a Q ponttoltés elektromos terének tulajdonsagait. Legyen az egyszeriiség kedvéért a toltés az
origoban. Ekkor a térer6sség iranya egy adott (x,y,z) pontban megegyezik az origébol a pontba huzott
helyvektor iranyaval. A térer6sség komponensei:

e e ke . . .
B, — _?X , E}T = _3QY e, = —?z , ahol a nevez® fligg mindharom koordinatatol: y — , f2 4 FE 472
r t r
. . . . . o . k)
A Pithagorasz tételt alkalmazva visszakapjuk a korabban levezetett térerésség-vektor nagysagat: F = —
r

Szamoljuk ki elészor a divergenciat, ehhez a megfelel6 parcidlis derivaltak kellenek.




hay=10.A B},E}, ésa EXEX derivéltakat is hasonléan kapjuk (csak az x-eket kell y-ra és z-re kicserélni). A

divergencia a harom derivalt 6sszege:

¥ ¥

2 2 2
divE = 8,8, 43,5, +0,E, = 22 [3— 3%} —0

Azt a nem meglep6 eredményt kaptuk, hogy ponttéltés elektromos terének divergenciaja a toltésen kiviili
pontokban nulla, vagyis az elektromos térnek a toltéseken kivill nincsenek forrasai. Ez egyébént kdvetkezik a
Gauss-tételbdl is.

A rotaci6 szamitasa:
i3k
rotE =det| 8, 8, 3, |=3,E,~3,E i +(8,E,—3,E)i+@E,~aE )k
E, E, E,

X

El6szor a vegyes parcialisokat kell kiszamolni. Mivel a koordinatak egymastdl fliggetlenek, csak a nevez&ket
kell derivalni:

3
es .
0B =S =075 T BB =kQ—E =307

F F F

Lathatd, hogy az egy zardjelben Iévé vegyes parcialisok megegyeznek, egymasbdl kivonva 6&ket, nullat
kapunk, tehat ponttoltés tere (és ezzel barmilyen sztatikus toltés-elrendezés tere) drvénymentes.

Abban a pontban, ahol a ponttéltés elhelyezkedik, a téltéssiiriség végtelen, a térer6sségnek szingularitasa
van, a derivaltak nem értelmezhetdek.

Tekintsiik két killdnbdzd kdzeg hatarfeliiletét. Az elektrosztatika elsé alaptdrvényének felhasznalasaval IE dr = D,
E

be lehet bizonyitani, hogy az elektromos térerésség érintd iranyu 6sszetevéje a hatarfellileten folytonosan megy at:
=F, .
Efz i1

Em a térer6sség tangencialis komponense a hataron, de még a 2-es kdzegben, Eﬂ pedig a térer6sség tangencialis

komponense a hataron, de az 1-es kdzegben.

A
komponensére lehet feltételt levezetni. llyenkor

Dﬂ _Dxl =da.

Az elektromos indukciévektor normalis komponense két kézeg hataran ugrast szenved, és az ugras mértéke éppen a
o fellleti toltéssiiriség (korabban n-val jel6ltik), melynek definicidja:

_40

T =
AA



Dﬂ az indukcidvektor normalis komponense a hataron, de a 2-es kdzegben, Dﬂ pedig az indukciévektor normalis

komponense a hataron, de az 1-es kdzegben

Mint mar emlitettik, a vezetében sztatikus allapotban E =0.a vezetd ekvipotencialis tartomany. Ez az allitas akkor is

igaz, ha a vezet6 belsejében Uregek vannak., feltéve, hogy az lreg belsejében nincsenek elszigetelt toltések. Azt a
tényt, hogy zart fémburkolattal (vagy slr( szovési fémhaldval — ugynevezett Faraday-kalitkaval) korilvett térrészbe az
elektromos erétér nem hatolhat be, felhasznaljak arra, hogy érzékeny elektromos berendezéseket a kilsé, zavard
elektromos hatasoktdl, pl. vilAmcsapastol megvédjenek. Az eljaras neve elektrosztatikai arnyékolas.

Ha é = ) » akkor térerésseg tangencialis komponense is nulla. Mivel E" tangencialis 6sszetevdje nem ugrik két kdzeg

hatarfellletén, a vezet6t hatarold szigetel6éanyagban a felllet mentén az elektromos térer6sségnek tangencidlis
Osszetevdje nincs, vagyis a vezetd koril a szigetelében a térer6sség mindenitt meréleges a vezetd fellletére.

szigetelo

Elektromos térer6sség a vezetében, és a kbérnyez6 szigetel6ben, sztatikus allapotban

Tekintve, hogy a vezetében a térerésség nulla E": . igy az elektromos indukci6 is nulla ﬁ: [ - Ebbdl az is

kévetkezik, hogy a vezetd belsejében, sztatikus esetben térfogati tobblettoltés nem lehet o =1. Ez az Allitas az
elektrosztatika masodik alaptérvényébdl kdvetkezik. A vezetbre vitt toltés a vezetd kulsd fellletére hazodik. A
hatarfeltételi egyenlet szerint L), — 1) = (T, de a vezet6ben az indukcié nulla [}, =0, igy

D:ﬂ =d.

Ez a kifejezés azt jelenti, hogy a vezet§ mentén, de mar a szigetelében az elektromos indukci6 értéke éppen a vezetd
fellleti toltésslriiségével egyezik meg.

Jelblje d a sikkondenzator fegyverzetei kdzott 1évé tavolsagot! Legyen d joval kisebb, mint a lemezek barmely linearis
meérete!



a

A sikkondenzétor

o
A két fegyverzet kozott az elektromos indukcio [y = , ebbdl H=——_ A potencial-kiilénbség a fegyverzetek

l'E-IZI Er
ar
kozott LFf = ——df |, ebbél:
rE-IZI Er
aA A
= E =——=5& —
7Foad 4 .
IE-I:I‘E-;V
Tehat a sikkondenzator kapacitasa:
C'= S0y

5. AZ ELEKTROSZTATIKUS MEZO ENERGIAJA

Tekintstink egy kondenzatort, melynek kapacitasa C. Toltsuk fel 0-rél Q-ra. Egy kdzbllsé allapotban jeldlje a pillanatnyi
allapot toltését q és a fegyverzetek kozotti feszilltséget u. Egy kicsiny Ag toltést szdllitsunk at az egyik lemezrél a

maésikra. Mivel az egységnyi toltésen végzett munka a fesziiltség, igy a végzett munka AW =g . Mivel ' = g
]

igy a végzett munka mikdozben a kicsiny Ag toltést étszéllitjuk:gﬁ?":igg. Az Osszes végzett munka a
i

kondenzator teljes feltdltése soran:

1% 2
W=—Ilgdg= g
C 2C
igy a kondenzétor energiaja:
2
w2
20
A kapacitas definiciéjanak felhasznalasaval ez atirhaté mas alakokba is: [ = _QU = 17, Mivel Ggy tekintjuk,

hogy ezt az energiat a lemezek kozti elektromos tér hordozza, felmeriil a kérdés, hogy mennyi energia van a mez6
egységnyi térfogataban. Tekintsink egy sikkondenzatort, a kondenzator belsejében a szélektdl eltekintve a mezé
homogénnek tekinthetd.



W:lQU:lJﬂ-Ed:lDE-ﬂd:lDE-V
2 2 2 2

¢

Ahol felhasznaltuk a kovetkezd, korabban emlitett 6sszefiggéseket: ir==, fi= 7, " = 44, és H = E Az
A &
elektromos mez& energiastirlisége megmutatja, mennyi energia van egységnyi térfogatban: w = — , a mértékegység

nyilvan Jim3. A fenti levezetés szerint az elektromos mez6 energiasiriisége:

DE

W=

o] =

=+

Ez a kifejezés nem csak sztatikus esetben igaz. Ha a tér egy tetszéleges pontjaban az elektromos térerésség f és az

—

indukciévektor f;. akkor a pont korll felvett kicsiny AL~ térfogatban ﬂW:_ﬁ.EgV elektromos energia

L2

talalhaté. Egy véges V térfogatban pedig

W = iwdrf=lziﬁ§drf.

¥ ¥
Megjegyzés: a sikkondenzator energiajat egy masik, (szintén tanulsagos) maédon is ki lehet szamolni. Ha az egyik (pl.

&
baloldali) fegyverzet altal a masikra (pl. a jobboldalira) kifejtett erét az F=QE definicié és az & = — képletbdl
£
0
automatikusan kiszamoljuk, a valésagosnal kétszer nagyobb erét kapunk (mivel a térerésséget felerészben a baloldali,
felerészben pedig a jobboldali lemez kelti, utdbbi pedig nem fejthet ki erét Snmagara). igy azt kapjuk, hogy

pRE_o0_ O
2 25 254

vagyis az er6 fiiggetlen a lemezek d tavolsagatodl (persze csak ameddig a kozelitéseink — pl. hogy a térerésség
homogén — érvényesek). Ha d=0, akkor a kondenzatornak nincs (elektrosztatikus) energidja. Kezdjik el most tavolitani
a lemezeket, mikézben a toltés maradjon alland6. Ha a lemezek kozotti tavolsag éppen d, a tavolitd erd

2 2
W:Fd:Qd 2

= —— munkéat végzett, ennyi energia halmozddott fel a kondenzéatorban.
2&,4
o

6. ELLENOGRZO KERDESEK

;i FELADATOK - ELEKTROSZTATIKA (1}

Toébbszor megoldhaté feladat, elvégzése kotelezo.
A feladat végs6é eredményének a mindenkori legutolsé megoldas
szamit.

Oldja meg a kovetkez6 feladatokat!

Jeldlje meg a helyes megoldast!

1. Az abran két egyforma nagysagu, negativ eldjelii, rogzitett ponttoltés
lathat6. Melyik nyil mutatja biztosan rosszul az adott pontban az
elektromos térerésség iranyat?
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Q piros QO mindegyik jol mutatja
QO zod Q lila
O kék

Hidrogén-fluorid molekuldkbdl all6 anyagban mikor a legnagyobb a }5
polarizacio-vektor?

QO ha az elektromos térer6sség nagy és a hémérséklet nagy
QO ha az elektromos térerésség nagy és a hémeérséklet kicsi
Oa '}5 figgetlen a térerésségtdl és a hémérséklettdl

QO ha az elektromos térerésseg kicsi és a hbmérseklet kicsi

QO ha az elektromos térerésség kicsi és a hémérséklet nagy

Egy anyagnak akkor nagy az elektromos szuszceptibilitasa, ha...

QO nagyrendszamdu elem
QO nemesgaz
QO jol vezeti az elektromos aramot

QO kondenzéator lemezei kozé téve annak kapacitaisa nagymértékben
novekszik

O nem mégneses fém
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