A hullamfiiggvény

Az elektromagneses hullam (fény, rontgensugarzas) esetén tudjuk, hogy az elektromos ¢€s
magneses tér mutat hullamtulajdonsagot, mint a hely és 1d6 fliggvénye.

Mechanikai hullam esetében az egyensulyi poziciotdl valo kitérés nyilvanul meg

Zavarként a rugalmas k()zegben. :._ hullamhossz —-:
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Anyagi részecske eseteében mi lesz az a ¥ mennyiség, amelyre teljesiil a hullamegyenlet?
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Yy — 232 0 ahol ¥ a hullamfiiggvény (allapotfiiggvény)



A hullamfliggvény fizikai jelentése
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amikor az ténylegesen kolcsonhat egy detektorral €s lokalizalodik.
Ekkor a hullamtulajdonsag megsziinik, ¢és a részecske koordinatai konkrét értekeket vesznek
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Egy adott pozicid koriili dV térfogatban a részecske megtalalasi valosziniisege:
p(dV) = |¥|?dV = P*WdV ahol ¥* a fiiggvény komplex konjugaltja
AW fliggvény ugyanis altalaban komplex érteki.

Egy tetszoleges V térfogatban a részecske magtalaldsanak valosziniisége tehat:
p) = [ 112 av
v

A részecske a teljes térben teljes bizonyossaggal megtalalhato, igy a teljes térre kiintegralva
egyseégnyi valoszinliséget kell kapnunk:

W(x, v, 2)|% dxdydz = 1 (peldaul derekszogli Descartes
f—oo J—oo f—ool (e, )" dxdydz koordinatarendszerben.)



Fizikal mennyisegek a kvantumfizikaban

Planck feltevése, hogy az atomok energiaja a szilard anyagokban diszkrét ertékeket

vehet csak fel, igaznak bizonyult. Hasonloan az elektronok energiaja az atomokban szintén
csak diszkrét értekii lehet.

Valgjaban az egy¢b fizikai mennyiségekre pl. perdiilet szintén a kvantaltsag jellemzo.

Fizikai mennyiségek: folytonos fiiggvények helyett olyan matematikai targyalas sziikséges,
amely a diszkrét értekeket természetes modon visszaadja!

Heisenberg és Dirac: a fizikai mennyiségekhez operatorokat kell rendelni.

Az operatorok figgvényeken végrehajthatdo miiveleteket jelentenek.
pl. X-el valo szorzas vagy X szerinti parcialis derivalas.

A fizikali mennyiséghez alkalmasan valasztott operator sajatértékei adjak meg az adott
mennyiség méréssel megallapithato lehetséges értékeit.

Mivel a sajatértékeknek valosaknak kell lenniiik, csak hermitikus (6nadjungalt) operatorok
johetnek szdba.

Altalanos esetben pedig az adott rendszer W hullamfiiggvénye (allapotfiiggvénye) egy olyan
komplex fliggvényt jelent, amely tartalmaz minden méréssel megallapithaté informaciot.



A korrespondencia elve

A fizikai elmélet helyességét a tapasztalattal valo Osszevetés hatdrozza meg.

Minden elméletnek van egy bizonyos érvényességi tartomanya, tehat a jelenségek egy
részet a tapasztalattal egyezden irja le.

Mindig lesznek ugyanis olyan jabb jelensegek, amelyek kiviil esnek ezen a tartomanyon.

Pl. a Newton-féle mechanika kis sebességek esetén helyesen irja le a makroszkopikus testek
mozgasat. Viszont ellentmondasra vezet, ha megkozelitjiik a vakuumbeli fénysebességet.

A relativisztikus mechanika ilyen mozgasokra is helyes, €s v << ¢ hataresetben visszaadja a
Newton-f¢le mechanikat.

A mikrovilag torvényei eltérnek az eddigiektdl, pl. kotott részecskek energiaja, perdiilete
csak diszkret értekeket vehet fel. Az EM sugarzas energiaja kvantalt. Stb.
Itt sem a klasszikus mechanika, sem az elektrodinamika nem alkalmazhato!

Hataresetben azonban a kvantumfizika torvényeinek is tartalmazniuk kell a klasszikus fizika
torvényeit. Ez nagy kvantumszamok esetén kovetkezik be, hiszen akkor pl. az energiara:

hf
n-hf

K1 elenye€szo lepeskoz

Emellett, ha nagyszamu részecske alkotja a rendszert (makroszkopikus test), akkor a
kozottiik fellépo kolcsonhatas lokalizalja a kollektiv poziciokat a test egészére.



Operatorok ¢s sajatértékeik

Amennyiben az O operatornak a y fiiggvény (a rendszer y allapota) sajatfiiggvénye
(sajatallapot), A pedig az ehhez tartozo sajatérték:

0y = AP

Tehat sajatfiiggvényre alkalmazva, a hermitikus operator hatasa mindossze egy valds
szammal valo szorzas.

Fizikai jelentés: amennyiben a rendszer az adott fizikai mennyiségre nézve sajatallapotban
van, akkor a méres eredménye az adott sajatallapothoz tartozo erték: A.

A sajatfiiggvények legyenek regularisak, tehat folytonosak €s négyzetesen integralhatok.
Csak ekkor birhatnak fizikai jelentéssel.
Erre a belso szorzat definicigja miatt van sziikség:

@) = [ orpav
s
Az allapotfiiggvények legyenek egyre normaltak: (,) =1

Amennyiben két allapot ortogonalis (egymast kizar6 allapotai a rendszernek):

(¢r lp) =0



Id6tol fiiggetlen Schrodinger-egyenlet

Amennyiben az O operator az energia operatora, akkor a sajatérték egyenlet az idotol
fliggetlen Schrodinger-egyenletet adja:

Ey = Ey

Egy V potencialtérben mozgo, T kinetikus energiaval rendelkez0 részecskére, az energia a
potencialis €s kinetikus energidk 0sszege, vagyis a Hamilton-fuggvény: H=T + V
Tehat az energia operatora a Hamilton operator:

HY = EY

1
Nem relativisztikus esetben a kinetikus energia: T = Emvz =5
m

Tehat a Schrodinger-egyenlet:
p2
—+V|Y=E
(B v)w=s

Der¢kszogl Descartes koordinatarendszerben:

(pxz +py° +p,°

2m

+V(x,y, Z)) Y =EY



Ortonormalt bazis

A rendszerek allapotait megado Y fiiggvények tulajdonsagaikat tekintve vektoroknak
tekinthetok a vegtelen (vagy legalabbis nagyon nagy) dimenzidja Hilbert-térben. Ez a tér a
rendszer 0sszes lehetséges hullamfiiggvényébdl tevodik ossze.

A rendszer ¥ hullamfiiggvénye altalaban nem valamelyik sajatallapot.
Neumann Janos:

Amennyiben a hermitikus operator sajatértekei diszkrétek, akkor a sajatfiiggvények teljes
ortonormalt fliiggvényrendszert alkotnak (ortonormalt bazis).

Ezekkel az eredeti allapot sorbafejtheto:
Y =aqaq,y¥; +a, + -+ a,, az a;-k komplex szamok

Tehat a rendszer allapota sorbafejthetd a mérés lehetseges sajatallapotainak segitségével.

A hullamfiiggvények felirasara Dirac bevezette a bra-ket jelolést:

Y=gy  illetve P =Wl

ket vektor bra vektor

Igy a belsd szorzat: (¢, ) = (p|)



M¢éres varhato érteke
Ha tehat a rendszer nincs a mérendd mennyiség operatorara nézve egy sajatallapotban,
akkor a lehetséges mérési eredmenyekre csak valdszinliségeket tudunk megallapitani,

illetve kiszamolhaté a mérés varhato értéke (Iehetséges eredmények valdszintiségekkel
sulyozott atlaga):

n
6 = (LIJ, Ol.IJ) = f‘P*O‘PdV = z jak*lpk*/lkakl,bde
k=1

n n
= z Aag ay J"Dk*"bde = z Aag ay
k=1 k=1

Itt tehat az a;, *a;, = |a|?> = wy, szorzat annak a valdsziniisége, hogy a mérés tényleges
elvégzésekor a A, sajatértéket kapjuk eredménytil.

Természetesen a valoszinlisegek 0sszege egysegnyi kell legyen, hiszen a méres soran a
lehetséges sajatértekek valamelyiket mindenképpen megkapjuk, és mas érték nem

fordulhat elo! n
z ak*ak =1
k=1



Szabad részecske

Legyen ¥ az m, nyugalmi tomeggel rendelkezd, nem relativisztikus v sebességgel mozgo
szabad részecske hullamfiiggvénye (tehat most V = 0, egyszerti példa).
Ez a fliggvény tehat megoldasa az altalanos hullamegyenletnek:

1 0%y ~0 Vf hullam terjedési

Ve 0t? B sebessége (fazissebesség)

A megoldast a szokasos sikhullam alakban keressiik (Descartes koordinatarendszerben):
W(x,y,z,t) = CellkT-0t) = (oilkxxtkyy+kzz-wt)

T 1 e , , I 21 |ﬁ| p mov
k: korhullamszam vektor |k| =k = i

, 2nE E  myv?
w: korfrekvencia w =2nf=——=—=

h h 2h
A megoldas valtozasa iddben:
v w E w
ot T T
Tehat az energia (Hamilton) operatorra kapjuk: E = H = iha
: . et f .1 ., 0¥ altalanos
Es megkapjuk az id6tol fliiggd Schrodinger-egyenletet: lhﬁ = HY Ervényii!




Fazissebeseg €s csoportsebesseg

Behelyettesitve a W hullamfliggvényt az altalanos hullamegyenletbe:
1 0%y
.2 = = [(kKxx+k k,z—
vp? Ot? =0 « Y(x,vy,2t) = Ce'kaXtkyy+tkzz—0t)

2 2 | w?
(—kx — k" —k, +?>W=
2 E/h E 2/2
_k2_|___0_)vf 2 L — p/mo_ p -
V2 k p/h p p 2my 2
A fazissebesség tehat nem a részecske sebesseget adjal
Csoportsebesség:
_dw _E p? " = p
Ves =k YT R T 2mon )
\ J
[
B hk?
dw hk hp p Y= omg
Ves = = = F- =V

dk_mo_moh_mo

Tehat a csoportsebesség adja a részecske sebességét!


https://en.wikipedia.org/wiki/Group_velocity

Lendiilet és energia operator

Vegyiik a megoldasul kapott hullamfliggvényiink pl. x koordinata szerinti derivaltjat:

qj(x, y,Z, t) — Cei(kxx+kyy+kzz—wt)

ik Dy oY
M =ik, ¥ = l?qj - p, ¥ = —lﬁa
0
Innen lathato, hogy a lendiilet operatora: p, = —lha
/4 X3 . a , . a
Hasonloan a t6bbi komponensre:  p,, = —lh@ €s p, = —lha

Ebbol szérmaztathatjuk a kinetikus energia operatorat:
h? ( ik %  0° ) h?

LI
0x2  9y2 " 9z2) T " 2my

T = 2 2 2\ _ _
2m0 — (p* + vy + %) o

Amennyiben a részecske V(X, Y, z) potencialtérben tartdzkodik, a teljes energia operatora:

hZ

E=H=T+V=——-A+V(x,vy,
+ 2me +V(x,vy,2)

Az X, y, zZ koordinatak operatora egyszerlien a koordinataval valo szorzas.
A tobbi fizikai mennyiség operatora ezekbol szarmaztathatd ehhez hasonloan.



Id6tol fiiggetlen Schrodinger-egyenlet

Vilasszuk le a szabad részecske W hullamfiiggvényébdl az idofiiggést az alabbi szerint:

Y(x,y,zt) =P(x,y z)e

, _ , 1 0%y
Beirva az eredeti hullamegyenletbe: AY¥Y — pw =0
_ 2 _ 2 4 2,2 4 2 4 2,,2 2 2 E
st s Doperon mg O ITL St _mi? 7 2m
Vf Vf AL f A h h h

Az exponencialis taggal egyszertsitve kapjuk az idotdl fiiggetlen Schrodinger-egyenletet:

2myE
Ay + 2 Y=0

2

—o— MY = Ey

2m,

a2 2mg(E — V)
12 72

Amennyiben a részecske V(X, Y, z) potencialtérben tartdzkodik:

A + Zm"(’fz_ =0

hZ

—Z—mOAlp +V(x,y,z2) =EyY - HyY =EyY

altalanos
ervény!




Részecske mint hullamcsomag

Egy adott pont kornyezetében valamilyen valoszinliséggel megtalalhato (lokalizalt)
részecske leirasa egy hullamcsomaggal Iehetséges.

A hullamcsomag egymashoz kozeli frekvencidja (vagy hullamhossz) sima sikhullamok
megfeleld amplitadoju szuperpozicioja.

A hulldmcsomag az alatta 1évd 6 hullambol adodik, melyeknek

|
‘ | ‘ kissé eltéré hullamhosszai (vagy korhulldamszamai k) vannak.
| A csoportsebesség, vagyis a részecske sebessége, valgjaban a

burkologorbének (vagyis a hullimcsomagnak) a sebessége.

Valoéjaban végtelen sok k értékre lenne sziikség egy sziik Ak

MMV
mmmm tartomanyon beliil, hogy a hullimcsomag ne ismétl6djon.

Amennyiben egy jobban lokalizalt hullamcsomagot kivanunk
eldallitani, akkor nagyobb Ak tartomanybdl kell venniink
hullamokat, tehat a lendiilet bizonytalansaga nagyobb lesz.

|
A kiilonbo6z6 k értékek kiilonbozo sebességet jelentenek, igy a
kezdetben lokalizalt hullimcsomag szetfolyik a diszperzid miatt!



Egydimenzids dobozba zart részecske

Vegylink egy a hosszusagu tartomanyt (doboz), amelyen beliil a részecske szabadon
mozoghat, azon kiviil viszont a potencialfal magassaga végtelen.

A dobozon kiviil a hullamfiiggvény nulla.

00) (00)
Tehat csomopontok vannak a hatarokon.
A dobozon beliil: V =0
. X Id6tol fiiggetlen Schrodinger-egyenlet:
I é hZ d2
0 e _t,b — E
2mg dx?
d[] K““\fk R Hatérfelté;elekbél MCgOldéS alakja: lp(X) — Ceikx
%,,:2 S 2
B o P 2 Behelyettesitve k-ra: ﬁkz =F
0
x=0 x=a

Trigonometrikus fiiggvényekkel: 1 (x) = A cos kx + B sin kx

MAH:,: , L h* zérusponti
| '1( Kvantalt energiaszintek: E,, = n
ilf&* 4"

_____ = b Hatarfeltételbol és normalizalasi feltételbol:

8mga? = |energian=1
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